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A. Om Kausalitetslovens Forhold til Iagttagelse. 



I\.un under Antagelse af den almindelige Aarsagslov, at alt det, der sker, er nødvendig 
Følge af forudgaaende Tilstand, kan Mennesket erhverve Kjendskab til Naturen. Til 
denne Kjendskab er isoleret Sansning ikke tilstrækkelig, der fordres bestandig Sammen- 
stilling af flere Sansninger i Forhold, som paa forskjellig Maade kunne henføres til For- 
holdet mellem Aarsag og Virkning. Men Iagttagelse er netop Sammenstilling af Sans- 
ningsresultater, mellem hvilke der er eller formodes at være Afhængighed. 

En Iagttagelse vilde være fuldkommen, naar den bestemte et Fænomen under 
Angivelse af alle de Omstændigheder, som have været Aarsager til det; saadanne Iagt- 
tagelser maatte stemme indbyrdes. Ved en Gjentagelse, under hvilken alle Aarsagerne 
uforandret vare de samme, maatte Fænomenets Bestemmelse blive den samme; thi ifølge 
Aarsagsloven maatte enhver Afvigelse mellem Bestemmelserne have en Aarsag og hidrøre 
fra en Forskjel i en eller flere af de virkende Aarsager, 

Al Forstaaelse af, hvad der sker i Verden, maa først og fremmest støtte sig til 
Kundskab om, hvilke Omstændigheder der have Indflydelse paa ethvert Fænomen og hvilke 
ikke ; dernæst bliver det vigtigt al kjende Lovene for de enkelte virkende Omstændigheders 
Følger for Resultatet Saadan Kundskab er paa den ene Side nødvendig Betingelse for 
Iagttagelsernes Godhed, men paa den anden Side er det kun muligt at opnaa den ved 
Hjælp af Iagttagelser. 

Paa Grund af dette indviklede Forhold ere Hypotheser nødvendige for al Iagt- 
tagelse og for al Kundskab til Natur og Verden. Man maa ved enhver virkelig Iagttagelse 
gaa ud fra, at Fænomenet har disse og hine Omstændigheder, som kaldes væsentlige, 
og ikke andre, til virkende Aarsager. 

Dersom denne Hypothese ikke er rigtig, — og dette er ikke blot det hyppigste, 
men næsten det eneste forekommende Tilfælde — , da ville gjentagne Iagttagelser vise sig 
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fejlfulde. Ved Gjent^elser uden nogen Forandring i de for veesentlige ansete Omstæn- 
digheder vil der fremkomme afvigende Resultater for det iagttagne Fænomen, Saa skulde 
Hypothesen forkastes. Men det er en Grundregel i al Stræben hen imod Fuldkommenhed, 
at man ikke bør forkaste det, ufuldkomne, førend man kan sætte noget bedre i dets Sted. 
Naar derfor en Hypothese vel ikke tilvejebringer fuldstændig Overensstemmelse, men dog 
bevirker, at Afvigelserne holde sig indenfor snævre Grændser, at Fejlene blive smaa; og 
naar man ikke blandt de talrige Omstændigheder, som Hypothesen forbigaar som uvæ- 
sentlige, kan paavise nogle enkelte, der paavirke Resultatet i kjendclig Grad, da bør man 
ikke paa løse Formodninger indvikle sine Iagttagelser i uoverskuelige Omsvøb af Biom- 
stændigheder. Langt bedre er det foreløbig at fastholde den ufuldkomne Hypothese i sin 
simplere Form og som Følge heraf finde sig i, at Iagttagelserne behæftes med Fejl. 

Men idet Iagttagelserne ved Hypotheseme blive fejlagtige, bliver det nødvendigt 
at gjøre sig Rede for Følgerne af Slutninger paa Grundlag af ufuldkomne Iagttagelser 
og — mere specielt — for Fejlenes Indflydelse paa Resultater af Regninger med iagttagne 
Tal. Og saaledes opstaa de Problemer, som, forsaavidt de kunne behandles efter almin- 
delige Methoder, ville komme til at beskjæflige os i den almindelige Lære om Iagttagelser 
og deres Fejl. 

Denne Læres Methode fordrer, at man skal begynde med Behandlingen af saa- 
danne Tilfælde, hvor Iagttagelserne ere simple Gjentagelser uden Forandring i nogen af 
deres væsentlige Omstændigheder, og først efterat disses Behandling er gjennemført i alt 
Fald til en vis Grad, skal angribe de mere sammensatte Opgaver, hvor nogle af Iagttagel- 
sernes væsentlige Omstændigheder have forandret sig, og hvor man gjennem yderligere 
Hypotheser maa søge Fænomenets Forandring bestemt som Funktion af dets væsentlige 
Omstændigheder, 



L Tilfældige og systematiske Fejl. 

Hvor det iagttagne FændWien kan udtrykkes ved et Tal o og ligeledes dets vir- 
kende Aarsager ved Tallene »i, r,, . , . c, for de som væsentlige angivne Omstændig- 
heder og «,, Mj, .., u„ for de forbigaaede, uvæsentlige Omstændigheder, udtrykkes 
Aarsagsloven i sin strenge Form ved 

»-/(•■,■'■,..■•■.,»,■«.,■..".). (1) 

men ifølge den virkelige afkortede Iagttagelse bør Forholdet opfattes som 

= F(v„v„ .,. V.), (2) 

altsaa efter den Iagttagelsens Gnindhypothese, at de uvæsentlige Omstændigheder tør an- 
ses for Konstanter. De Fejl, som følge heraf, kalde vi tilfældige Fejl; de ere efter 
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Sagens Natur uundgaaelige, medmindre der skulde gives Iagttagelser, hvor alle virkelige 
Omstændigheder vare behandlede som væsentlige. Da dog Funktionen F almindelig er 
ubekjendt og seges, kan det ikke undgaas, at man jevnlig behandler Iagttagelserne under 
en anden og urigtig Forudsætning, 

o-*(f,.«„...M, (3) 

om Funktionens Form. De deraf følgende Fejl, som have en mindre uskyldig Karakter 
end de tilfældige, søger man at sondre fra disse ved at give dem Navn af systematiske 
Fejl. Disse bør man til det Yderste bestræbe sig for at efterspore og rette; hvor dette 
ikke lykkes, vidne de tilbagestaaende systematiske Fejl om Mangler i Opgavens Behandling. 
Det er en vigtig, men vanskelig Kunst at fjende Forskjel paa de to Slags Fejl. Sikrest 
kjendes de ved at studere simple Gjentagelser, hvor «,,»,,... r« have været konstante, 
og hvor det derfor kun er de tilfældige Fejl, som vise sig i Gjentagelsernes indbyrdes 
Afvigelser. Hvor tt, , . . . r« have varieret, ville de systematiske Fejl røbe sig ved at frem- 
kalde Gang i Fejlene, Afvigelser, der ses at forandre sig som Funktion af en eller 
flere væsentlige Omstændigheder^ 



n. . Faktiske og theoretiske Fejllove. 

lagttagelseslæren er en praktisk Videnskab og maa som saadan tage Afstand fra 
den rene Mathematik og fra de ideelle Bestemmelser, hvormed den theoretiske Naturlære 
arbejder. Dette nnaa fremhæves og indskærpes, fordi Sprogbrugen ogsaa indenfor lagt- 
tagelseslæren let kan lede til, at Sagen tilsløres. Man ynder ikke en vidtløftig Omtale af 
de Iagttagelserne ledsagende Omstændigheder, og udelader og underforstaar derfor i 
Beretningeme om Iagttagelser alt, hvad der paa nogen Meade kan spares; men derved 
komme disse Beretninger til at lyde, som om Bestemmelsen kunde gjøre Fordring paa 
at give selve den ideelle Sandhed. Dette er nu visselig ikke nogen videnskabelig Iagt- 
tagers Mening; men helt uden Skyld er man da ikke, naar Personer med uudviklet 
Dømmekraft forarges over, at en I^ttager angiver Solens Afstand et Par MilUoner Kilo- 
meter større end en anden, uagtet Solens Afstand ideelt maa være et aldeles bestemt 
Tal, eller naar Godtkjøbsstatistikere se en reel Forandring i hver ubetydelig Svingning 
i en iagttaget Sandsynlighed. Den mennéskeUge Tilbøjelighed til at theoretisere er saa 
rodfæstet, at jeg næsten ikke behøver at sige, at man af Iagttagelserne kan udlede til- 
nærmede Bestemmelser for de ideelle Tal. Der er langt stærkere Trang til med Efter- 
tryk at hævde, at selve den ideelle Sandhed er uopnaaelig ad Iagttagelsens Vej, og at 
der end' ikke kan føres noget experimentelt Bevis for, at lagtt^elsemes Resultat tør an- 
ses for Tilnærmelse dertil. 
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Naar en Iagttagelse er gjentaget uden nogen Forandring i de sum væsentlige 
ansete Omstændigheder, og Resultaterne dog afvige, da existerer der ikke nogen eneste 
saiid Værdi for Resultatet, som burde være fremkommen i alle disse Gjentagelser, saaledes 
at de enkelte Resultaters Afvigelse fra dette skulde være at anse som experimentelle 
Synder. Kun Opdigtelse af Iagttagelser eller forvansket Meddelelse om en Iagttagelses 
VUkaar og Omstændigheder fortjener dette Navn. Meget mere er hver enkelt afvigende 
Iagttagelse et nødvendigvis rigtigt Svar paa, hvad der virkelig er spurgt om. At Iagt- 
tagelser ikke stemme, beviser, at man enten ikke tilfulde har vidst, hvad mui har spurgt 
Naturen om; eller at man i Kraft af en Hypothese har lukket øjet for Et og Andet 

Vi have aitsaa, hvad vi kalde gjentagne Iagttagelser, naar i 
c =/(»>.,.■■«-, «,,■■«.) 
alle de væsentlige Omstændigheder u, , . . , c« have været konstante, medens de ubekjendte 
M, , . . . Hæ almindelig have skiftet Værdi fra den ene Gjentagelse til den anden, og saaledes 
finde vi ikke en bestemt Værdi, men en Række indbyrdes afvigende, o', o", .... Den 
virkelige Iagttagelses Grundhypothese om et enkelt ved 

o-F(v„...,.) 
angiveligt Resultat kan, selv om man kunde aflede Funktionen F af f blot ved at tillægge 
w,, ... u„ konstante — men ubekjendte — Værdier, ikke give os noget Svar paa det 
Spørgsmaal, hvorledes man af o', o", ... skulde kunne beregne det sande o. Ved Nød- 
vendighed og Hypothese afskaaren fra direkte Undersøgelse af «,,...»„ , kan Iagttagelses- 
læren i det højeste naa til Angivelse af den deraf følgende Ubestemtheds Grænser og 
Maaden, hvorpaa Værdierne have været og kunne ventes at ville være fordelte indenfor 
disse Grænser, og dette er, hvad man kalder Fejlloven. Da der til Fejllovens Bestem- 
melse ikke haves andet Materiale end et endeligt, mere eller mindre stærkt begrændset, 
Antal indbyrdes afvigende Resultater af Iagttagelse, kan end ikke denne summariske Bestem- 
melse af Iagttagelsernes Ubestemthed gjennemføres paa forudsætningsløs Maade, en hypo- 
thetisk Lov, som tillader at slutte fra gjorte til forestaaende Erfaringer, vil vise sig 
nødvendig. Da det er vigtigt, bestandig at kunne gjøre sig Rede for sine Forudsætninger, 
vil der i det følgende blive sondret imellem faktiske Fejllove, der fri for Forudsæt- 
ninger kun tjene til at fremstille de gjorte Gjentagelsers afvigende Resultater i bekvemme 
Former, og theoretiske Fejllove for fremtidige Iagttagelser, som maa hvile paa Forud- 
sætninger, for hvis Gyldighed der ikke kan gives noget fuldt og almengyldigt Bevis. 
Som Del af Fejlloven vil der af hver Række Gjentagelsesresultater kunne fremkomme 
et Tal, som vilde være lig Resultaterne, dersom disse stemte overens, og om hvilket de 
afvigende Værdier findes grupperede paa en ved FejUovens øvrige Bestemmelser angiven 
Maade. Saadanne „Middeltal" vil man være stærkt opfordret til at sætte i Stedet for de 
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ideelle Værdier o, som ifalge Theorien skulle være visse Funktioner af oj, .... e„. 
Men for Tilladeligheden af saadan Substitution vil lagttagelseslæren ikke kunne yde noget 
alment Bevis. Den kan kun afgjøre, om en hypothetisk Afhængighed mellem Systemer 
af slige Middeltal kan antages at stemme med Iagttagelserne. 



B. Om faktiske Fejllove. 



m. Faktiske Fejllove ved relativ Hyppighed. 

Naar et Antal af gjentagne Iagttagelser foreligger, vil en Sammenstilling og 
Optælling af de enslydende Resultater være det simpleste og almindeligst anvendelige 
Middel til at fremstille den faktiske Fejllov; og til Forøgelse af Overskueligheden frem- 
byder sig da meget naturligt den Methode, at man erstatter Angivelsen af de enkelte 
Antal n, , n, , . . . n, af forskjellige Resultater med Totalsummen 

af alle Iagttagelser og med de enkelte Resultaters relative Hyppigheder, Forholdene 

N' N' ■■- N' 
Angivelse af l'otalantallet og de relative Hyppigheder giver aabenbart en større Indsigt i 
Gjentagelsesrækkens Ejendommeligheder og er navnlig fordelagtig, naar det gjælder om 
at sammenligne flere Samlinger af lagttagelsesresultater. Dette Middel medfører dog den 
lille Ulempe, at der mellem de relative Hyppigheder bestaar en Betingelsesligning 

A' + W+ ■■■*-'' <* 

som bestemmer hver af disse Hyppigheder ved alle de andre. 

Sædvanligvis anvender man Ordet Sandsynlighed for, hvad vi her have kaldt 
relativ Hyppighed; denne Sprogbrug er mislig og bør strengt undgaas, thi i selve Ordet 
Sandsynlighed ligger ifølge dets dagligdags Betydning Forudsætninger, som ere uberettigede, 
hvor Talen er om faktiske Fejllove; selv Tilføjelsen af Adjektiverne faktisk eller aposte- 
riorisk til Sandsynligheden kan ikke helt hæve Faren for theoretiske Forudsætningers 
, uviUcaarlige Indsmugling. 
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I Tilfælde, hvor lagttagelsesresultateme ikke lade sig fremstille ved Tal, er de 
relative Hyppigheders enkeltvise Angivelse den bedste Form for den faktiske Fejllov; 
saaledes ved visse statistiske lagtt^elser med flere end to Muligheder, t. Ex. Hyppighed 
af Ægteskab mellem ugifte, ugift med Enke, ugift med Enkemand, Enke med Enkemand. 
Men overalt, hvor lagttagelsesresultaterne kunne angives ved forskjellige Værdier for et 
variabelt og især et reelt Tal, er der Mulighed for at opnaa endnu fordelagtigere Frem- 
stillinger af Pejlloven. 

En meget bekvem men kun lidet oplysende Fremstilling af fakti^e FejUove i 
Tal er det at angive den højeste og laveste Værdi, som en Række Gjentagelser har frem- 
budt. Selv i Forbindelse med Angivelse af Middeltallet gives herved dog kun et tarveUgt 
Uddrag af, hvad der kan læres af hele Rækken af Gjentagelser, og navnlig vil man savne 
Angivelse af de extreme Værdiers relative Hyppighed. 

a) For at udtømme den faktiske FejUovs Bestemmelse ved relativ Hyppighed bør 
man bestemme Funktionsafhængigheden mellem lagttagelsesværdieme og deres rela- 
tive Hyppighed. Dette kan gjøres dels 'ved grafisk Fremstilling, dels ved Beregning af 
Konstanterne i Rækkeudviklinger af hensigtsmæssig Form; men i begge Tilfælde er det 
ikke overflødigt at gjøre opmærksom paa, at medens Iagttagelsernes Resultater i nogle 
Tilfælde, især ved Tællingsresultater, umiddelbart skal forstaas som den iagttagne Tal- 
værdi, saa er i andre Tilfælde, især ved alle Maalingsresultater, Tallene afrundede, og 
bør da forstaas som Angivelse af, at Resultatet ligger imellem visse Grænser, hyppigst 
det angivne Tal i Halvdelen af dets sidste Decimalenhed. 

b) Ved Tællingsresultater og andre Iagttagelser med exakte Talværdier, i5*r naar 
disse efter Sagens Natur have kunnet forekomme som alle Leddene i en (begrænset) 
arithmetisk Række, kan det anbefales at konstruere Punkter, som have den iagttagne 
Værdi til Abscisse og dens Hyppighed til Ordinat. Man gjør vel i at fremhæve disse 
Punkter ved igjennem dem at lægge en Kurve af saa simpel og for Øjet tiltalende Form 
som muligt: Fejlkurve. Men man bør ikke glemme, at denne Kurve her ikke har 
Betydning udenfor sine Skjæringspunkter med de ækvidistante Ordinater. Dersom man 
tør tillade sig at indføre Forudsætninger om, hvad der er væsentligt og hvad uvæsentligt 
i Fejlioven, drages Fejlkurven ikke nøjagtigt gjennem lagttagelsespunkteme, men saaledes, 
at den med smaa Afvigelser fra disse antager en forholdsvis simpel og smuk Form 
(graflsk Udjevning), men hermed bør man være forsigtig især paa Begynderstadiet, og 
hellere vænne sig til at tegne Kurverne med alle de Smaabugter, som kræves til nøjagtig 
Skjæring, og til ved Betragtning af saadanne at se bort fra det overdrevne deri. 

c) Hvis de exakte lagttagelsesværdier — Abscisserne — have været uregelmæssig 
fordelte, eller naar en eller anden let fattelig Aarsag har virket hen til at samle forholdsvis 
mange Iagttagelser over enkelte Abscisser, saavelsom naar Iagttagelserne fordele sig i 
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smaa AntaJ paa særdes mange Abscisser, vil det være rigtigst frivilligt at samle og afrunde 
Naboiagttagelseme. F. Ex, naar en Statistik over Varighed af Kontrakter paa hele Antal 
Aar har givet Resultater som følgende: 
1 paa. 1 Aar 



12 indtil 2 Aar, 
1774 mellem 3 og 7 Aar, 
afrundes de til 1^62 mellem 8 og 12 Aar, 
goo mellem 13 og 17 Aar, 
300 over 18 Aar. 



For afrundede Iagttagelser konstrueres Fejlkurven saaledes, at Arealerne begræn- 
sede af Kurven, Abscisseaxen og Ordmateme for Grændsetallene imellem de afrundede 
lagttagelsesværdier blive proportionale med disses Antal. Man maa begynde denne Kon- 
struktion med at afsætte Arealerne som Rektangler paa de givne Abscissestykker som 
Grundlinier, men kan derefter let transformere disse Arealer til andre lige saa store med 
retliniet Begrænsning, og saaledes at den øvre Begrænsning ikke afviger meget fra den 
Retning, den søgte Kurves Tangenter kan forudses at ville tage; det vil da ikke være 
vanskeligt paa fri Haand at tegne en Kurve, som med tilstrækkelig Ne^agtighed fyldest- 
gjør Betingelsen om Arealernes Proportionalitet med Iagttagelsernes Antal. 

Dersom Grænserne mellem de paa hinanden følgende afrundede Iagttagelser have 
konstant Differens, kari man ogsaa meget vel direkte konstruere en Slags Fejlkurve paa 
samme Maade som for Tællingsresultater ved at tage de afruhdede Værdier til Abscisser 
og deres Antal eller relative Hyppigheder til Ordinater, disse to Slags Fejlkurver ville staa 
i saadant Forhold til hinanden, at den første Slags repræsenterer Differentialkvotienter, 
den anden Slags endelige Differenser for en og samme tredie Kurve, som har sine Ordi- 
nater proportionale med den relative Hyppighed af Iagttagelser, som have givet mindre 
(eller større) Værdier end den, som Abscissen angiver. Dette bliver altsaa, om man vil, 
en tredie Slags Fejlkurve. 

d) Da enhver Hyppighed angives ved et positivt Tal, maa Kurverne af begge de 
første to Slags saavel som den ene for Tællingsresultater li^e helt paa den ene Side af 
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Abscisseaxen, den tredie Slags Fejlkurve maa ligge helt imellem to parallele rette Linier, 
af hvilke den rører den ene ved — x , den anden ved + «) , og begge dens Koordinater 
maa enten bestandig voxe eller bestandig aftage. Og skjønt det er en guiske urigtig 
Antagelse, at der skulde gives en almindelig Fejllovsform for alle Iagttagelser, kan dog 
endnu en anden Egenskab opstilles som fælles for alle Fejlkurver: I^tagelsemes Varia- 
tion under simpel Gjentagelse holder sig gjennemgaaende inden for Grænser, der synes 
at have endelig Afstand, idet Hyppigheden aftager temmelig brat henimod Grænserne. 
Dette hidrører dels fra, at Grundhypotheseme, som skille de veesentlige fra de uvæsentlige 
Omstændigheder, ikke ere opstillede paa Maa og Faa, men ere byggede paa omhyggelige 
forudgaaende Studier eller ialtfald paa sund Fornuft, og at det vil være let at opdage, 
at en Omstændighed virkeligt har Indfiydelse, naar dens Optræden fremkalder meget store 
Afvigelser. Desuden synes den Verden, vi iagttage, umiskjendeligt at være en saadan, at 
næsten uden Undtagelse enhver Ting, enhver Omstændighed, som ikke er konstant, dog har 
endelige Grænser for sin Forandring eller er ligefrem periodisk. Naturen har „horror inflniti". 
Som Følge heraf har baade Fejlkurven for Tællingsresultater og de to førstnævnte 
for afrundede Maalingsresultater ^tid den Egenskab, at de kun paa et kort Stykke bøje 
til Siden fra Abscisseaxen, som de ellers nøjagtig følge ud i det Uendelige eller dog have 
til Asymptote til begge Sider og hurtig nærme sig til. Den tredie Slags Fejlkurve 
følger paa samme Maade den ene rette Linie, indtil den med en kort Svingning og mindst 
én Inflexion gaar over paa den anden. Uden at jeg vil opstille dette som en egentlig 
Naturiov, er det dog et Forhold, som maa afgjøre Valget af de Funktioner, der skulle 
gjøre Tjeneste i de Rækkeudviklinger, som det nu bliver vor Opgave at opstille for 
Fejllovenes algebraiske Behandling. 

Rækkeudviklinger, som paa bekvem Maade skulle kunne give Fejlloven et 
algebraisk Udtryk, og, fremstille Gjentagelsesresultaternes Hyppighed som Funktion 
af de iagttagne Værdier, kunne ikke have de ellers fortrinsvis anvendte Former,. Udviklinger 
efter hele Potenser eller periodiske Funktioner, fordi disse Funktioner ikke fersvinde for 
store, end ikke for uendelig store. Værdier af den uafhængige Variable. Derimod kunne 
dels Binomialkoeficienternes Funktion 

\x\»__x 
dels Funktioner, der ere Potenser med Exponenter, som blive lig — x for x = J^oo, 
navnlig f{«) = «-!'' "^' 

og deraf afledede Funktioner, med Fordel anvendes i Rækker for Fejllove. ' Den første, 
der nøjagtigt har Værdien o for alle hele Værdier af x undtagen de n + i 'Værdier fra o 
til n, egner sig særligt til at gjengive Tællingsresultater, hvor der kun er Spørgsmaal om 
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Værdierne for hele Argumenter. Den anden, exponentielle Form er at foretrække ved 
Maalingsresultater, vel er den ikke nøjagtig = o for yderlig store Argumenter, men dens 
asymptotiske Tilnærmelse til denne Værdi er saa stærk, at Afvigelserne aldrig kunne 
gjøre Skade. 

Af begge Slags Funktioner kan msui ved at give deres Konstanter forskjellige 
Værdier let tilvejebringe en saodan Mangfoldighed, at Rækker kunne fremstilles endog paa 
mange Maader. Blandt disse holde vi os her udelukkende til dem, hvis praktiske Kon- 
vergens i sædvanlige Tilfælde er stærkest. For den nøjagtige Fremstilling af en faktisk 
Fejllov med m forskjellige Gjentagelsesresultater vil man selvfølgelig behøve en m-leddet 
Række, men, for tilnærmet Fremstilling er det vigtigt, at Rækken vælges og ordnes saa- 
ledes, at Koefficienten til hvert Led kan beregnes for sig, og at Rækkens første Led strax 
giver Funktionen dens væsentligste Bestemmelser, medens de senere mere og mere tabe 
Betydning og tilsidst kun angaa Bagateller uden Betydning for andet end en fuldstændig 
minutiøs Fremstilling af den forelagte Fejllov. Paa dette Stadium ere vi imidlertid ikke 
istand til at skille væsentligt fra uvæsentligt i Fejlloven; medens vi derfor maa bevare 
Muligheden for en exakt Fremstilling af det ene med det andet, er det dog vor Pligt strax 
at priBsentere Rækkerne i den Form, hvis Fortrin vi senere kunne bevise. Her skal jeg, 
fordi jeg i det følgende tildels skylder Dr. Grams Arbejder og Bemærkninger Æren for 
det rette Valg, henvise til hans Doktordisputats, „Om Rækkeudviklinger", Kbhvn. 1879, 
og angive, at de følgende Rækker ere Interpolationsrækker med Vægtene omvendt 
proportionale med selve Rækkernes Hovedled, Binomialkoefficienterne og den exponentielle 
Fejllovsfunktion. 

e) For Tællingsresultater æ's Hyppighed &(a!) anbefales Rækken efter Binomial- 
koefficienter og deres endelige Differenser, 

d{«) = i„^.(^) + 6, J^,_,(^) + . . . + 6« J"^o(*), (^) 

hvor Jp{«) — j,(«+^)_y,(^ — j). 

Beregningen af Koefficienterne ved Gjentagelsemes Antal og omvendt sker med største 
Lethed ved Hjælp af følgende Tabeller, af hvilke de for n = i, 2, 3, 4 gives fuldstændig, 
de øvrige for Kortheds Skyld kun med en Fjerdedel, idet Tabellernes nedenfor omtalte 
Symmetri gjør det let deraf at supplere Resten. 
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Betragter man disse Tabeller som Tabeller med to Argumenter saaledes, at Tallet 
til høpjre for ^, og lige under J^fi^-r anses som Funktion af s og r, \a , r\, vH den omtalte 
Symmetrilov være 

|»EIrl - <-')' Q 
S - (-■)■ B _ 
F-'V "-H - (-■)•*'+' M. 

Til Beregning af de tilnærmede og nøjagtige Værdier af Hyppigheden af Resultatet 
X under Forudsætning af, at KoefHcienteme br ere bekjendte, er Regnereglen 

i*(*) = 6oj^] + é,|^| + ...6,|^|. 

Men omvendt haves til Beregning af Koeffldenteme b, ved de bekjendte Hyppig- 
heder af Gjentagelsesresultateme 

b. - 2-(»(0) . 1^ + »(1) . 1^1 + . . . »(») . 1^1) (6) 
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Tabellerne i denne Form udmærke sig altsaa ved i lige Grad at tjene til Løs- 
ningen af den direkte og indirekte Opgave: at sætte en algebraisk Lov i Stedet for de 
enkelte empiriske Værdier, og atter at beregne disse af den givne Lov. 

Exempelvis ville vi tage de 500 Gjentagelser af den i Afsnit IV d omtalte Iagt- 
tagelse til Prøve paa denne Udvikling af Fejlloven. 

Her er Værdien 78 9 10 u 13 13 14 15 16 17 18 ig respektive 
fundet i 3 7 35 101 89 94 70 46 30 15 4 5 1 Tilfælde. 

Heraf findes for 2'^(a:)|p, «! Værdierne: 
500, +1140, +2456, +884, +U40, -1304, -1-3352, -i- 2440, -t-2044, +1060, —264, 

— 124 og —36, 
og ved Division af disse Værdier med 2" = 4096 findes Udviklingen 
f{x) = 0l22l^itCÆ) -h 0-278J/9,.(^) -1- 0-6ooJV>*(*) + 0'2l6#;9B{a:) + o-278JVbW — 
- o-3i8JV7(') -I- o-574JV«(') + 0'596J'j9.W -|- 0-499 J';?4 (^) -(- 0-259 J«/9i.(*) ~ 
-^ o-o645J"'^,{a!) — o-0303J"^,(j:) — 0'Oo88J>VoW- 

Naar man hermed eflerregner de enkelte Værdiers Hyppighed, saaledes at man 
efterhaanden tager Hensyn til et paafølgende Led mere end i foregaaende Regning, finder 
man i Stedet for de virkelig iagttagne Hyppigheder af 
Iagttagelsen 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19: 
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Den forelagte Fejllov kunde ikke ventes udviklet med ganske faa Led, dertil har 
den, som den senere Behandling vil bekræfte, altfor udprægede Ejendommeligheder uden 
for det sædvanlige, hvorefter Methoden er anlagt. Vor Fejllov er i Figur utvivlsom skjæv, 
og det iagttagne Fænomen vilde ved meget hyppige Gjentagelser. lade alle Resultater fra 
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4—2« vise sig, medens der i de 5uo Gjentagelser kun findes Resultaterne 7 til icj. De 
to første Led af Rækken kunde ikke ventes at gjøre Fyldest, med tredie Led viser det 
væsentligste sig dog allerede, og med de 6 første Led kulminerer Rækkeudviklingens 
Godhed, saa at de paafølgende i Grunden ikke udrette synderlig mere, end at fremtvinge 
den stærke, men aabenbart tilfældige Afvigelse i Hyppighederne for Resultaterne 10 og U. 

f) For Maalinger, hvor Resultatet ikke skal optræde med rationale Værdier, og 
hvor man af Irrationaliteten tvinges til Afrunding, bliver det af Vigtighed at anvende 
Funktionsformer , som let kunne differentieres og integreres. Hvis f{x) angiver Hyppig- 
heden af Resultater imellem — 00 og x, vil f{x-\-{p) — f{x — {p) kunne bestemmes ved 
Optælling af de afrundede Resultater, som skrives med x, medens p er Omfanget af det 
Interval, som Afrundingen forener under x's Navn. Men da der savnes bekvemme 
Funktionsformer for /(*) og da Differensen /(f + i;*)— /(* — \p) som Funktion af to 
Variable ligeledes er uhandlelig, maa vi ligesom i den grafiske Fremstilling af faktiske. 
Fejllove lægge Vægten paa saadanne Fejllovsfunktioner 



<f/(£) 

■ "3* ' 



H') = --W-m'). 



hvis bestemte Integraler skulle angive Hyppigheden af overensstemmende afrundede I^- 
tagelser, medens ^(x) selv kun under den uopnaaelige Antagelse af uendelig talrige Gjen- 
tagelsesrækker kan komme til nøjagtig at angive Hyppigheden for Resultatet x. Da man 
for det bestemte Integral har 

pMM =/(. + W-/(.-W - Pfi') + P'-^fh,.'~ff+p'^lf + -. (7) 

vil det være fordelagtigt, at ^ («) er udviklet som Række efter Differentialkvotienter af en 
Funktion f 

i^ w - ^ f w - jf ^f (^) + ^ ^f w - 1 ^"f (^) + - ■ ■ = ^(-i) Y ^f C'T), (H) 

idet da /(a-|-ip)— /(jT— ip) har samme Form, blot med andre Konstanter i Række- 
udviklingen. Naar Konstanterne k ere bekjendte, vil man kunne afgjøre, om Afrundings- 
intervallet p har været lille nok til at tillade en Sammenblanding af de to Slags FejHove, 
Differensernes og Differentialkvotienternes. 

Funktionen f ^ e- '**, den simple exponentielle Fejllovsfunktion besidder en Række 
mærkelige Egenskaber, som ville komme i Anvendelse her, navnlig har Funktionen Maxi- 
mum for ;e = o, Infiexlon for « =^ i 1 
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Æ'f — 1^-^)^ 

D'e— (.' — 2.3«'+i.3)f 

D'e (x'-a.si'+a.s«)? 

ii'f - (»• — 3-5>' + 3.3.5*'— 1 3-5)f 

Æ'f - -(*'-3.7'" + 3.5.7-«'-3.5.7«)fi 

almindelig D"^ + xD'^*^-\'(m — l)Z>'-'f = o og explicit 

Zl»f _ (*■■— ;9.(l).(3»-l).'<-il + A(2).(2«-3)(2n-l)«"-"-.-.)f 

Z)>.1-.f («-+'-/9.(l).(2n+0»~-'+AW.(3»-l)P" + l)''— -■■•)? 

og omvendt 

«f D( 

«'f - i^'f+f 

«"f VS-3Di 

«'f - i)'f+6C'f+3f (10) 

»•{ ve— loO'f — l5Bf 

«"f - D'S+ ijC'f +45C'f + 155 

«'f />'c — 2lZJ»c— l05Z»»f — l05Z>f 

o. s. V. med samme Talkoefficienter som ovenfor. 
Herved kan for det første RÉekkeme 

bringes paa den bekvemmere Form 

fW = {«o + «i* + «,«'+..-)f, C'l) 

og desuden tjene disse Identiteter til Reduktion af ethvert Integral 

hvor f(x) er en hel algebraisk Funktion, til Formen 

hvor baåde /, og /j ere hele algebraiske Funktioner. De forekommende Integrations- 
opgaver kunne saaledes reduceres til Beregningen af bestemte Integraler, \$dx. En Tabel 
herover maatte gjøres temmelig voluminøs, for at almindelig Interpolation bekvemt kunde 
anvendes; men da 



^f + ^Cf + T 



:^'f + . 
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kan man ved Hjælp af (9) danne en for smaa u rask konvergerende Rækkeudvikling, hvi^ 
første Led, 



L-(-dz = e-t*". l_J_!!.L-*'"dz + . 



giver en brugbar Tilnærmelsesformel, hvis Afvigelse altid vil være mindre end — e-*", 

24 

saaledes at man med en meget sammentrængt Tabel bliver i Stand til at beregne Integral- 
værdierne med stor Nøjagtighed. En saadan Tabel findes bag i. Hovedtabellen, der 
giver \Sdx med 7 Decimaler for Argumenter x med -^'s Interval, interpoleres efter den 
nævnte Tilnærmelsesformel, hvori yderligere \e-i''dz kan sættes = m, naar man benytter 
det nærmeste x, og altsaa « falder mellem Grændseme ± Otx^. Hjælpetabellen giver 
Log(f(j) = Log , og Log«""*** er given femcifret for alle Hovedtabellens Argu- 
menter. Da f ^ «-l^ saa let kan beregnes direkte ved 

Log Log f = 9336 7543- — 2 Log«, 
var det ikke nødvendigt at sørge for Interpolationen af Tabellen for Logf, For de 14 
første Diflerentialqvotienter af f = «-**" tindes efter den omtalte Tabe! en Opløsning af 
de hele algebraiske Faktorer i Produkter af Formen «' — r, hvorved deres Logarithmer 
let kan beregnes. Endnu kan mærkes Sætningen, at for m ^ n er 

... + m(m-l)...(r«-n+l)i>-"fj, | 

hvilket let bevises ved Induktion. En vigtig Følge af denne Sætning er, at f-'i>"fi?"f 
kun for m ^ n indeholder et Led m(m — 1) . . . 2. if , men ellers udelukkende liar Diffe- 
rentialqvotienter af f i alle Led. 

Funktrønen f vil vise sig at være nær l>eslægtet med Binomialkoefficientfunktionen 
^'i'"), og frembyder blandt ^idet analoge Bestemmelser af Koefficienterne i Rækken 

y(x) = k,e-^D^+'^D^S-..., 
til dem, som gjøre saa god Nytte ved den tilsvarende Opgave for Rækken 

d(x) = bj,(x) + b,Jfi,-,{x) + fc, JV-.(') + • ■ ■. 
men paa vort nærværende Stæidpunkt kunne vi endnu ikke drage Fordel af dette (se 
Afsnit Xe). Vi maa, hvad Bestemmelsen af Konstanterne ko, k,, ... angaar, nøjes 
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med at henvise til, at man for hvert Gjentagelsesresultals Hyppighed, der er givet som 
et bestemt Integral af jc (x), kan opstille en lineær Ligning 

hvor paa højre Side Faktorerne n,,, n,, n, kunne beregnes, saa at Opgaven reduceres til 
Losning af m lineære Ligninger med m Ubekjendte. Men højre Side af disse Ligninget 
kan fortsættes i det Uendelige, og Beregningen af Koefficienterne k^, k, ... er derfor en 
utiestemt Opgave, ligesom man jo ogsaa kan konstruere en uendelig Mængde Fejlkurver 
med de givne Hyppigheds-Arealer. Man maa her frit vælge saa mange Led eller Sum- 
mer af Led af Rækken, som de givne Hyppigheder tillade at beregne Koefficienterne til. 
Og om man ved dette Valg netop fornemmelig skal tage Leddene med lavest Index i 
Betragtning, vil afhænge af visse Egenskaber ved Fejlloven, og det vil navnlig være be- 
tinget af en forud gaaende heldig Bestemmelse af Enheden og Nulværdien for x i r-*''. 

For ikke strax at skulle indføre Hypotheser, hvis Nødvendighed og Rækkevide 
ikke er aabenbar, i Fremstillingen af faktiske FejUove, vil det være bedst at søge efter 
endnu andre Midier. Men i et Tilfælde vil man være nødt til at benytte del her omtalte, 
nemlig naar de foreliggende Gjentagelser ere afrundede saaledes, at Afrundingsintervallet 
p ikke er det samme ved alle Gjentagelserne, Den her omtalte Vanskelighed maa da løses 
ved Anvendelsen af Elementudjævning paa Systemet af de lineære Ligninger for Aj,, A,.. . . 



IV. Faktiske FejUove ved symmetriske Ftinktioner. 

Medens de omtalte Former for faktiske FejUove hvilede paa Betragtning af de 
enkelte Gjentagelsesresultaters Hyppighed, er Grundtanken i det følgende den, at Gjen- 
tagelsesresultateme maa kunne opfattes som Rødderne i en Ligning, hvis Grad er Gjen- 
tagelsemes Antal, og hvis Koefficienters Værdier udtrykke Ejendommelighederne ved 
Iagttagelsen. Der udfordres hertil kim, at de enkelte Gjentagelser skulle kunne opfattes 
som fuldkommen ligeberettigede, at alle de væsentlige Omstændigheder ved Iagttagelsen, 
derunder ogsaa Afrundingen, have været ens for alle Gjentagelser. 

a) Ligningen 

O = (*-0.){^-0,)...(:r-D,), (13) 

hvor Oj, Of, ., .0^ betegne Gjentagelsesresultaterne, vil ordnet efter Potenser af x, 

o = JB" 4- UiiB"-' -f (I,Æ*-* + ■■■ + <'". 

i Koefficienterne a,, ti,,..,a, give os et Udtryk for den faktiske Fejllov, og enhver 
faktisk Fejllov af de Slags, vi nu skulle betragte, maa entydig kunne afledes af og føres 
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tilbage til denne Form, som opfylder den principale Fordring, der maa stilles til en fuldstæn- 
dig faktisk Fejllov, at man skal kunne finde de enkelte Resultater ved dens Hjælp. Men 
iøvrigt ere LigningskoefRcienteme « ikke selv noget hensigtsmæssigt Udtryk for en faktisk 
Fejllov. Thi Lighed imellem to faktiske Fejllove med forskjellige Antal Gjentagelser er- 
kjcndes ikke let og simpelt af Koefficienternes Værdier. Større Lighed mellem to Fejl- 
love end den, hvor hvert Resultat i den ene forekommer et konstant Antal, >ii Gange 
saa hyppigt i den anden, kan neppe tienkes, men 

o — («• -1- a,a^-' + <i,i--* + ... + «.)- 
har i sin udviklede Form Koefficienter, der ere temmelig sammensatte Funktioner af 
a, , a,, . . . (7» samt m. 

Vi sre ingenlunde tvungne til netop at vælge Koefiicienteme til Udtryk for den 
faktiske Fejllov; i deres Sted kunne vi sætte et hvilketsomhelst System af hele symme- 
triske Funktioner af Gjentagelsesresultaterne, dog saaledes, at én skal være af forste, én 
af anden o. s. v. indtil én af nie Grad. Dette er Betingelsen for, at man entydig skal kunne 
beregne Koefficienterne ved de andre symmetriske Funktioner og omvendt. 

b) Potenssummerne, 

s^ = £o'> = n, 

«, = lo\ 



s^ ^ lo*, 
ere utvivlsomt de symmetriske Funktioner, som lettest beregnes af Gjentagelsesresultaterne o. 
Imellem Ligningskoefficienteme a og Potenssummerne s haves Relationerne 



o ■=■ »» + "i'i + ^"i 1 

o = «, -fa,*, + a,«, +3«3, 
almindelig 

o = Jl, 4- (!,«,_ 1 + . . . -f <J,-iS, + tOi, 

hvoraf man explicit finder 

-;(•;— 3»,',4 2..), 
i(«;-6.;.,+s»,«,+3»;- 6.,), 

— ,4^ (*' — 10«;», + 20(t>, 4- las.lj — 308,«, — 20«,«, + 24«,), 

7k('''~'.^*I«t-l-40sJ«,-f45«'«J — •»«'«,— 120«,«,«,-)- 144«,«, 
+ yo«,«, + 4o«J — 120«.) , 



(■r.) 
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, = -4a.44«,«, + 2aJ-4a;o, + a;, (14b) 

— 6a, -4- 6a, a. -4- 6a,a. + :(o;~6aJa,— 12«,a,a^ — 2aJ + 6(i>, + 
+ 9aX-6«;a, + «:, 

1 Praxis ville de implicite Formler (14) være nt foretrække, fordi man nfesten aldrig der vil 
have at udregne blot et enkelt Led af n'ernes eller *'emes Række, men altid tillige alle 
de fonidgaaende lavere Led. 

Potenssummerne have den heldige Egenskab, at deres Forhold til s^ ^ » direkte 
angiver Ligheder og Uligheder imellem forskjellige Fejllove, idet 



beholde deres Værdier, naar hele Gjentagelsesrækken forekommer med m-dobbcit Hyppig- 
hed. Men denne Egenskab tilkommer ikke blot Potenssummemc, men ogsaa ethvert 
andet System af symmetriske Funktioner, hvor alle enkelte Led ere Funktioner af disse 
Forhold. Derfor er det muligt at fremstille endnu hensigtsmæssigere Udtryk for Fejllove 
ved symmetriske Funktioner. Potenssummeme af enhver Grad ere allé afhængige baade 
af Iagttagelsernes Nulværdi og Enhed. Det er nødvendigt, at et Led i Fejlloven maa 
have begge Dele fælles med Iagttagelserne; endnu et Led maa afhænge af en af disse 
Bestemmelser , men kan være uafhængigt af den anden ; alle de øvrige Led maatte lige- 
som Fejlkurvernes Figur helst være uafhængige af begge. 

-Det arithmetiske Middeltal", u, = — er selvskrevet til at være den af 
»o 
Fejllovens Angivelser, som følges med Iagttagelserne selv under Forandringer baade af 
Nulværdi og Enhed, og overhovedet til at repræsentere det Iagttagne; afset fra konstante 
Faktorer existerer der kun en symmetrisk Funktion af første Grad, og Middeltallet or 
altid større end det mindste, mindre end det største Gjentagelscsresultat. Middeltallet bør 
ubetinget medtages som Hovedleddet i alle Former af faktiske Fejllove ved symmetriske 
Funktioner; men Leddene af højere Grader gjør man simplest uafhængige af Iagttagel- 
sernes Nulværdi ved at beregne Potenssummerne med Gjentagelsesværdierne , regnede ud 
fra Middeltallet som Nulværdi. 
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De saaledes reducerede Potenssummer ere da 



almindelig er 
og omvendt ei 



= *. — S/il«, + 3/'!*, — f\ I 



For saa vidt man ikke beregner de reducerede Potenssummer ved at opløfte Differenserne 
mellem Gjentagelsesværdieme og deres Middeltal til Potenser og summere disse, men 
derimod har beregnet «„,«,,«,,...*, og deraf vil beregne hele Systemet r, , . . . r„ , vil 
det være fordelagtigst ai regne efter Skemaet: 

r, =*'^ = s',— /(,V, , »? = »'.— ^1«,. «" = ''. —f 



(15a) 



De reducerede Potenssummer ere alle afhængige af Enheden for de iagttagne 
Værdier, men paa en saa simpel Maade, at dette næppe kan betragtes som en Ulempe. 

r,^i, . . . r,rr! 
ville være uathængige baade af Enheden og Nulværdien. 

c) Man kunde ret vel, i mange Tilfælde endog med Fordel, blive staaende ved 
et paa de reducerede Potenssummer baseret Udtryk for den faktiske Fejllov: 



ja de fire- første af disse Tal ville endog i enhver Henseende være at anbefale, endnu 
noget bedre er det dog at anvende, hvad vi kunne kalde Fejllovens Halvinvarianter. 
Disse, som vi. Middeltallet inklusive, ' betegne med fn , defineres ved Ligningerne 



almindelig 



«(+! = 2'^l(0*I-*^(+l» 
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der tjene til entydig Beregning af «'crnc ved //'crne og omvendt. Endnu simpleic be- 
regnes Halvinvarianteme ved de reducerede l'ytenssummer 

r, = n(t^ 



som ovenfor, blot med ^u , = o og j-, = o. 




Explicite er 




»o//, = », 




<fi, = «.«,-»: 




<:/'. = »^.-s^s,«. + 2<; 




■>. = »>. — 4''>,«, — 38>!4- 12«„«> 


— 6«; 


aj^, = «;«j— 5«Js,«,— io«J«,«.-)- 20*; 


>,-f 3o<.,5; 


*'/'• = »0«. — é«;«!«, — IS«««!**-- "^*J 


: + 3o»>;^^- 


+ 30«;«;— 120«; 8j«|— 270a 


«;»; + 3C«»u* 


Og langt simplere 




n /i, = r. 




n ^, = I-, 




«>. = "'■,-3'-J 





; + 3t)r; 



"(?, + 4;«,/'. + 3/'; + (>i'',l', ■! /'!) 

"(/^-i-5/'./'.+ lo/'./*j-!- lO/iV,+ 15//, /(J+ H)^;/i, 4 /<;) 






(1(!C) 



(10 d) 
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Fremdeles haves for den direkte Beregning af /i'erne ved Ligningskoefficienteme og om- 
vendt entydige Udtryk, der dog ikke blive simple; under Forudsætning af, at Middeltallet 
tages til Nulværdi, altsaa a, = a, =^ /*, = u, er 

n/l, = - 2a„ I 

»Pi 3«,, 

m'^,= -4na. + 2(«-6)<<;, , ('7) 

"V*. 5««, +5("-i2)'V'.. 

n'fi, 6n»a. + 6«(« — 20)a,H, -f-3«(« — 30)«l>-2{«'— 30'i+I20)«J. 



n_(»~30) 



, »('*-30 ),, 



(178) 



/<*. /*(.' M*> 



(17b) 



Naar f. Ex. en 6 Gange gjentagen Iagttagelse har givet Fejlloven ;(,, ^,, fi^ 
maa de enkelte iagttagne Værdier være Rødder i Ligningen: 

o = (.t-/,,)'_3^,(,_^,)'_2^,{x-/i,)' — }/j,Cjr-/i,)'- _ I 

— }(/'. +5/*,/^,){«— j«, )—(/!, -t-y/',/'. + ^Cl + f>c') ■ i 

Vi ville senere komme til at stifte Bekjendtskab med visse fordelagtige Egenskaber, som 
udmærke Halvinvarianterne fremfor de reducerede Potenssummer; her kunne vi kun gjøre 
den Fordel gjældende, at Halvinvarianteme som oftest ville være givne med mindre Tal end 
hine. Medens nemlig de reducerede Potenssummer af lige Grad altid ere positive, kunne alle 
Halvinvarianter undtagen ft^ lige saa vel optræde med negative som med positive Tal, og 
ville derfor hyppigst optræde med Værdier, som ikke afvige meget fra o. Ligesom de 
reducerede Potenssummer ere Halvinvarianlerne uafhængige af Iagttagelsernes Nulværdi 
og saaledes afhængige af Enheden, at dennes r"e Potens er Enhed for /ir, uafhængige 
af begge Bestemmelser ere fi,.fi~i, ..., fufi~^. 

Vi have allerede omtalt ft,'s Betydning som Middeltallet. Fejllovens næstvigtigste 
Led fi.., Middelafvigelsens Kvadrat 

/., =^2X0-/.,)', 
tjener til summarisk Vurdering af lagttagelsesrækkens Godhed; V/t^ maaler Middel- 
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afvigelsen med Iagttagelsernes Enhed. De højere Led i en faktisk, ved Halvinvarianter 
given Fejllov, udtrykke finere Ejendommeligheder ved Resultaternes -Fordeling. Fejlloven 
er skjæv (skjæv Fejlkurve), naar Halvinvarianteme med ulige Index optræde med Værdier, 
der kjendelig afvige fra o, og navnlig antyder n^ den simpleste Skjævhed, hvorved Gjen- 
tagelsemes Resultater samle sig ved den ene Yderende, medens forholdsvis faa, men store 
Afvigelser gaa til den modsatte Side, til den positive Side, naar /ij er positiv. Negativt 
Fortegn for p, angiver, at Fejlkurven har en flad eller endog i Midten udhulet Form, 
positivt Fortegn svarer derimod til en toppet Fejlkurve, hvor usædvanlig mange Gjen- 
tagelsesresultater ere samlede i Midten, medens dog enkelte store Afvigelser forekomme 
til begge Sider. Halvinvarianterne af højere Grad angive mindre fremtrædende Egen- 
skaber, som vanskelig kunne beskrives i Korthed. 

d) Exempel i. Den allerede Pg. 12 omtalte Iagttage Isesrække soges udviklet i 
symmetriske Funktioner, Regningen føres lettest ved at formindske Argumenterne med 12 
og først beregne Potenssummeme for denne Nulværdi. 
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«„ = r>oo, «, = —lO, s, = 2088, s, = 146O, t^ = 26(104, «i = 64010, a, = 60736H 

L)-14 o, «; = 207H, s*, = 175B, a\ = 2686y, »; =- 67743, a", — 616329 

r7-=207a, < = 2049, »7--- 27115, «';=7i5o5, «; = 6258l3 

r, = 2340, «';'= 27402, <'= 75301, C= f>35H24 

'■. = 37730, «','= 79137, »'.'=646366 

r, = 83019, <= 657445 

r j = 669i.'0H 

Altsaa med Argumenternes oprindelige Nulværdi j«! = 11 "86 
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/., — 416 


samt 


,,, - 4-68 
11, - 3-63 




f, 28-50 

A<. 184'53 





4'156 og 

- 4-68p II,— 4-68 /i, ./irt— + OT)5 

- 55460 

- 166-03« 
-1338136 11, 184-53 p, .,!i7' — — 2-57 

Exempel 2. Uendelig mange Iagttagelser antages jevnt fordelte med én paa hver 
Værdi imellem — y og + y , ingen Værdi udenfor disse Grænser. (Fejlloven for Ta- 
t)eller): Resultat: »„ = 1, «» =,y, *4 ^51 'b = iij j «i =" >3 == »s = o. 
/i. =Pj=/'.= o. ;«i = S' /^. lii' ^^ = !if' følgelig p. ■//,-* = 1 og /<,/<7*^y- 

e) Halvinvarianter for Binomialfunktioner. 

Et Antal af (p -f y)" Gjentagelser antages kun at have vist de hele Tal o, 1, . . . n 
som Resultater, hvert saa hyppigt som angives ved det tilsvarende Led i (/i -f v)"'s Ud- 
vikling efter Binomialformlen, altsaa * i ii„{x)f/'^-' Tilfælde. 

Da «A(*) — »/9.-r(«— I), 

i'/9.W - >.,?._,(..- I) + n(»- l)/5._,(«-2), 

.r',9.M _ „^._,(,-l)4-3n(„-l)/9^(»-2) + n(n-l)(»-2),9._.(.r-3), 



vil 



■ (p -I- •;)■. 



' \ /' + 7 ' (C 



,(„-j)y>\ 

(f -I-9)' / °' 
(«-l)pJ n(»-l)(..-2);.>\ 
^^4-;)' "^" "(p + ';j' / "' 



np 
'"-'p + 1' 

" (p + ?)" 

'■ "■ ip + iY ■ 

Den almindelige Lov for Halvinvarianteme er ikke helt simpel, og for at faa den 
bevist, synes det navnlig at være nødvendigt foreløbig at gaa tilbage til det simpleste 
Tilfælde, hvor n = i, altsaa hvor \ p -'r q Gjentagelser de p have givet Resultatet i, de 
q andi-c Resultatet o. I dette Tilfælde er nemlig »„ ^~ p -\-q, men forøvrigt «, = «, 

— ...«, = /), Sætter man her ■ = <* haves ifølge /i'emes Definition i Ligning 16, 
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1 " (1 + «-)/'! 

1 - !/'■+(' +«"■)/■■ 

1 — 1/1, + 2/„ +(1 + e-)/<a " 

1 - V'i + 3/«. + 3/<. + (1 + «-)/'. 

o. s. V. 

Dn nu her ,,, - - J-^- , ,,, ~ J^^r^ijt — -".(/'i). /'. - (', +7-'o' ~ "■'''*' 
— '^t {/' 1 ) ''88*^'" (^et nær at formode, at almindelig 

Denne Ligning bevises nu ogsaa let ved almindelig Induktion, idet man differentierer 
Ligningen 

I = ^r-,(0).^,, +;9r-i(l)./i, + ...+/9rI,(r-2).,*_, +(t -f- O/". 

hvorved alLsaa, hvis Loven {19) gjælder for /i,, /t^ . . ,ft,, vil findes 

o = ^r^,{0).(i, -(-...4/Sr-i{r-3Vr-. 4-09._;(r-2)-f-)//r+(l +«-)/>./'r, 

som, lagt til selve den oprindelige Ligning, giver 

I - j9,(0V, + M*)p^ + ...+ M^-^)fr-i + M'-- l)/^r +(14- «-') />./'r, 

altsaa I>,ftr = ^r+i . 

Loven (it)) gjælder ogsaa for de ovenfor udviklede Halvinvarianter for den almin- 
delige Fejllov efter Leddene i {p + ^)' , for hvilke man derefter skulde have den ret 
simple Lov , 

f^ " "O: (i 4.-,-,). (198) 

Denne Sætning er ogsaa rigtig; men foreløbig strander Beviset paa, at Udtrykkene for 
Potenssummeme ere yderst uhandlelige i det almindeligere Tilfælde. Vi maa derfor nøjes 
med det ufuldstændige Induktionsbevis, indtil vi under Ve, Ligning (:ii) faa bevist en Sæt- 
ning, som tillader os direkte at aflede Halvinvarianterne i det almindelige Tilfælde af dem 
for det simpleste. Hvis man i ([9) og (iQa) atter vil indføre /^ og 7 i Stedet for s, kan 
denne Rekursionsformel bringes paa Formen 

efter hvilken det er meget let suksessivt at beregne de numeriske Koefficienter i de højere 
Halvinvarianter : 

„ -, M'- ipV+_P'l ,, 

'' , (■? + ?)'" 

,,. _ P3-=l^P!9L+'\PVr-Pll.n. (,«a) 

<.P + 1)' 
p7*~26/)*7* + 66p'/- 26;>V/* + ;)^7 



y Google 



Ifølge (19a) vil man almindelig kunne bestemme Halvinvarianteme ved Sammen- 
ligning Led for Led af Rækkeudviklingerne efter voxende Potens af y \ 



P.+f/'t+^-/*.- 



«P 



1 +(r-"+« p + ^e-'' 



For den rene Binomialfunktion /9»(*) faas Halvinvarianteme ved heri at forudsætte p — y; 
sættes y = wt haves for dette Tilfælde 






.-1....^....+...; 



hvor Btt^x ere de Bernoulliske Tal, altsaa (ti ^= - 



/■t 


_ ___ __p_, 


/■« 


« 16 , 


A'a 


_ „I7„ 2^^.' 


Pi 


31 7936 . 
- -4 ° - ^''■■ 


Pi 


691, 353792 , 
8 " ~ n' ''" 


Pi 


^ 5461 ^ 22368256 , 


Pi 


929561 1903740928 , 
32 n' ''■■ 


Pi 


^ 3202291 ^ _ 209865342976 , 
4 "■ " »• ''■' 


Pi 


221930581 29088885112832 



(18 b) 



Disse Halvinvarianter kunne forøvrigt, med Undtagelse af de allerlaveste, trygt 
beregnes efter Tilnærmelsesformlen 

^^_-2(-i)'fc:=J.... 
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f) Halvinvarianter for den exponentielle Fejllovsfunktion. 
En uendelig Mængde Gjentagelsesværdier tænkes fordelte efler den simple expo- 
nentielle Fejllovsfunktion, dog saaledes, at Nulværdien er m, Enheden n, altsaa Hyppig- 
heden proportional med 

j,(jr) = e-U^f; (20) 

man vil da strax sætte 

m = x^m, 
altsaa ^{x) -= f(z) = «-*''. 

Til Beregning af Potenssummerne maa der her integreres og ikke summeres, 



«r = 



jJv-l'Mz = ^f]i'^)dz; 



men ifølge Formlerne (10) for «''f{a) ved $(z) og DifTerentialkvotienter har man, som 
Følge af, at f(iJ_i») — o og ligesaa /J*f(±æ) = o, (se Tabellen bagi), 

«o = ro = 1/2^ 

«, = f, = 1 K2 »r , 

», — r4 = 1 . 3 - V2n , 

«B = r, = I ; 3. 5-1^, 

o. s. V. , 
medens <i == »u ^ ■ ■ ■ *»r+i = o, hvorfor Potenssummeme i sig selv optræde som de 
reducerede Potenssummer. Til Bestemmelse af Halvlnvarianteme har man efter Definitions- 
ligningerne {16) 

1.3 = 3. i./tt+ft^, 
1.3-5 — 5.1.3/*, + i0.i(it+ft,, 
1-3-5.7 = 7. 1.3-5/J. 4-35.1.3/', +2i.i/£«+;[.«, 
altsaa blot ft^ = 1, medens alle andre p'er forsvinde. Ved Indførelse af den oprindelige 
Nulværdi og Enhed haves altsaa 

^, = m og /(, = n* (20a) 

og ellers fir = o. Denne Fejliovs Konstanter angive altsaa direkte Middeltallet = m 
og Middelafvigelsen = n. Fejlkurven har Maximum af Ordinat for Abscissen * — - m, 
Inflexion for m-^n. 

g) Halvinvarianter for Rækker efter exponentielle Fejllovsfunktioner. 
En Fejllov for uendelig mange Gjentagelser antages given ved den tidligere om- 
talte almindelige Rækkeudvikling 

»>(») - t,fW-^J>fW + ^V({.)-^D-H,) + ..., (8) 

Halvinvarianteme søges, og omvendt Konstanterne A,, naar Halvinvarianterne forudsættes givne. 
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I Stedet for Potenssummer dannes her hensigtsmæssigst Integralerne 



"€' 



ifølge Ligning (12) og Ligningerne (9) har man da 

l^{x)ds = k^V27z = Su , 

— jf~'-i>l f(i)dx = kj\/2^ — s, , 

Ir'^'S f(,x)dx = k^V2i = «,—»(, , 
— Jr'-/?"? <p(x)dx - t,K2;^ = «.— 33i 
o. s. V. , 
hvor Loven for Talkoefficienteme er den samme som i Ligningerne (9). Afleder man af 
disse Ligninger andre for (iv + (r~i)tr-i)V2}r, findes 

(t* + 3*») l^2ff = «4 — 3«, 
o. s. V. 
atter med samme Koefficienter med Forøgelse med 1 for alle a'emes Indices. Indsættes 
nu i disse sidste Ligninger Udtrykkene ved ft'erne og »'erne med lavere Indices paa højre 
Side af Ligningerne (16), som definere Halvinvarianteme , og forkortes overalt med V^tz 
findes itj =" kgfty , 

*» + *o — *:t/'i + *oj«», 

*■ + 2ii — *s/*i + 2iti/(, + to/'B. 

Ai + 3*1 — *8j«i + 3*t/'t + 3*i/'a + hf* . 

/i:g+4Æ, = &(p, + 4*B/'i + 6At/i» + 4Ai/«i + *o/*i . 

A<.+ 5*9 " *a;(i + 5*:*/*t + 10*aj«> + 10*«/'i + 5*'ij«e + *o;^« 

0. S. v. 
Men forenes her andet Led paa venstre Side med andet Led paa højre Side, ses det, at 
disse Ligninger i det Væsentlige igjen faa samme Form som ^'ernes Definitionsligninger 
ved Pote nssumm erne, kun at /i^ — l kommer i Stedet for p, medens ^v sættes i Stedet for Cr. 
Da samme Fejllovsfunktion f(x) efter Forandring af Nulværdi og Enhed kan 
reduceres til Rækkeudviklinger, alie af den angivne Form (8) men med forandrede Kon- 
stanter, medens de ^t'er, man finder ved i'erne, selvfølgelig kun forandres saaledes derved, 
at man ved at vende tilbage til den oprindelige Nulværdi og Enhed altid kommer tilbage 
ti] samme Resultat, saa udføres Beregningen af ^'er ved Æ'er og omvendt lettest saaledes, 



(21) 
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at Nulværdi og Enhed vælges med den Fordring at skulle give k^ = 
hvorved /<, = o og juj = i, medens Ligningerne i øvrigt faa Formen 

K = Kt^, , 

k, = ku , 



{21 a) 



I theoretisk Henseende er hermed i Forbindelse med de explicite Relationer imellem 
Potenssummer og Halvinvarianter, Ligningerne (16), vor Opgave løst baade paa direkte 
og indirekte Maade; men i Praxis har dette kun da Anvendelse, naar Gjentagelsesresul- 
tateme have været givne i saa stort et Antal, at man uden Betænkning kan erstatte vore 
Integrationer med Summationer, og naar derhos deres Afrunding, hvis den er tilstede, kan 
anses for umærkelig formedelst Intervallernes Lidenhed. I begge Henseender maa der 
stilles langt strængere Fordringer, naar Talen er om at anvende og beregne A-'er og /('er 
med høje Indices, end naar man kan nejes med at tage Hensyn til de laveste Led. Dette 
gjælder ogsaa vort Afsnit IV f, opfattet som specielt laveste Tilfælde af IV g; men medens 
man der kan anvende Intervaller mellem Iagttagelser og for deres Afrunding, som naa op 
til Middelafvigelsen n •= [/uj som højeste praktiske Grænse, bør man sikkert ikke arbejde 
med mere end Fjerdedel saa store Intervalter, naar Undersøgelsen gjælder ft og k med 
Indices 3 og 4. 



V. Faktiske FejUove for Funktioner af iE^ttagne Værdier. 

Naar man af Iagttagelser ifølge forudsatte eller givne Afhængigheder afleder andre 
Resultater, ville disse ved Forbigaaelsen af de uvæsentlige Omstændigheder almindelig 
lige saa vel som de direkte Iagttagelser blive fejlfulde, og- have de anvendte direkte Iagt- 
tagelser alle været Gjentagelser, ville ogsaa de afledede Resultater optræde som indbyrdes 
afvigende Gjentagelser, og have deres faktiske FejUove. Der rejser sig da det Spørgs- 
maal, om det er muligt at slutte sig fra de direkte Iagttagelsers FejUove til Resultatets Fejllov. 

a) Afhængigheder af en Iagttagelse. Det kan være vanskeligt eller endog 
umuligt bestemt at afgjøre, om det, vi angive som det direkte Resultat af Iagttagelse, ikke 
snarere burde opfattes som et af Iagttagelsen afledet indirekte Resultat, og hvilken Af- 
hængighed man i saa Fald bør antage. Naar 

o = /("i. ■■•»-; «i. ■■■ ««) 
vil F(p) = f(/(f„ ... V,; «„ . . . «„)), 
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og med Bortseen fra de uvæsentlige Omstændigheder kan man lige vel opstiUe o og F(o) 
som bestemt ved de væsentlige Omstændigheder, d. e. som Iagttagelse. Ved én Maale- 
methode kan man med fuld Klarhed være mere tilbøjelig til at anse en Cirkels Radius, 
ved en anden dens Areal, som det direkte maalte; men at slige Valg kunne blive pr&kære, 
føle vi tydelig nok f. Ex. ved Afstandsbedømmelser i Marken, overfor Stjernernes Lys- 
styrke og Examenskarakterer m. m. Hovedsagen bliver, at man under lagtt^elsen holder 
fast ved en bestemt Opfattelse, selv om denne er nok saa vilkaarlig, og konsekvent 
bestemmer den dertil svarende Fejllov. Med Opfattelsen forandrer Fejlloven sig. 

For at man skal kunne beregne en faktisk Fejllov for et afledet Resultat ved 
Fejlloven for de Iagttagelser, som bestemme Resultatet, er det almindelig en nødvendig 
Betingelse, at denne Bestemmelse maa være entydig. Kan samme Iagttagelse medføre 
indbyrdes forskjellige Resultater, da er Valget imellem dem mere eller mindre vilkaarligt 
Naar Resultatet er entydig bestemt ved én Iagttagelse, kan dets faktiske Fejllov bestemmes 
ved dennes faktiske Fejllov. Tænkes disse Fejllove udtrykte ved relative Hyppigheder, 
og er Afhængigheden saadan, at indbyrdes forskjellige Iagttagelser ikke kunne give samme 
Resultat, da er Bestemmelsen ganske simpel, idet de relative Hyppigheder uforandret over- 
føres fra hver lagttagelsesværdi til den tilsvarende Værdi for Resultatet; og kunne flere 
lagttagelsesværdier give samme Resultat, bliver dettes relative Hyppighed blot Summen af 
hines relative Hyppigheder. 

Dersom Iagttagelserne x og deres Resultater y = f(x) ere udtrykte i Tal, og 
Fejllovene som Følge deraf tænkes som FejHovsfunktioner eller Fejlkurver, gjælder denne 
■ Hovedregel endnu uforandret for Tællingsresuttater. For afrundede Maalinger vil man 
have at overføre Hyppighedsarealeme fra Iagttagelserne til deres Resultater, saa at de 
med uforandret Størrelse blive at konstruere over de forandrede Abscisser, dog saaledes, 
at der foretages Summation af Arealer eller Ordinater, dersom samme Resultat fremkommer 
af forskjellige Iagttagelser. Man maa forlange Fordringen om Arealernes Ligestorhed ud- 
strakt til de enkelte Arealelementer, og naar Iagttagelsernes Fejllov p («) er givet i udviklet 
Funktionsform , og man af denne ved y ■=■ /(æ), skal udvikle Funktionsformen 0(i/) for 
Resultatets Fejllove, maa da, dersom y ^/(«) efter Omvending bestemmer x entydigt ved y, 

medens, naar flere Værdier «,, «,, ... svare til samme Værdi y, 
Naar y er lineær Funktion y~-ax-\-baSx\\i altsaa 

eller, da de relative Hyppigheder skulle bestemmes ved Division med de totale Hyppigheder 
mellem iæ, faar man uforandret samme Fejllov. 
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Som oftest vil man mede Vanskelighed ved at bringe Funktionens Fejllovsfunktion 
paa en bekvem Form. 

Er Iagttagelsernes Fejllov given i Form af en Række Halvinvarianter eller andre 
symmetriske Funktioner af Gjentagelsesværdierne , kan man, saasnart blot de afhængige 
Værdier ere entydig bestemte, føre deres symmetriske Funktioner tilbage til dem for de 
uafhængige Variable. Ogsaa her møder man dog indviklede Former for FejUovens Af- 
hængighed, saasnart man faar at ^øre med andre end de allersimpleste Funktioner af 
Gjentagelsesværdierne. Er 1/ ^ a le -i- b, og er Fejlloven for x given ved Halvinvariftnt- 
rækken (t,, /t^, . . ., medens den søgte Fejllov for y skal have Halvinvarianteme 
jtfi, jtf,, . . ., maa Mi — a^, + b , 



(23) 



almindelig J/, = a'/i^. 

Antages Afhængigheden at have Formen 

vil M, =^a+bfi, +en\ -^ e/i, , 

'".•=/'.(*+ 2c/i,)' + 3{/i. + VJ)(*+2c//,)'c-f3(^, + 8/i,/i,)(6-l-2c/:i,)c,+ 
-\- (ji,+ 12^, ;i,+ 10 fil-hH(i\) c'. 
Hvis specielt Iagttagelserne x havde havt en simpel exponentiel Fejllov, altsaa 

og man ved Valg af Nulværdi og Enhed havde faaet ;*, =0 og /ij = 1, vil 

^, = a + c, 

^, ^ b* + 2c\ 

M^ = (6*« + 8o*)c, 

M, ^ 48(6*+ c«) c». . J 

Fejlloven for 1/ kan altsaa ikke atter blive simpel exponentiel, da dette vilde kræve c ^ o. 
Medens man allerede af denne Grund ikke, saaledes som man har været tilbøjelig til at 
mene, kan fastholde den Antagelse, at enhver Fejllov ved tilstrækkelig talrige Gjentagetser 
vilde antage den simpelt exponentielle Form, der byder store Bekvemmeligheder, kan man 
dog reducere en given faktisk Fejllov til den simpelt exponentielle Form ved at betragte 
det Iagttagne som en konvenabel Funktion af en fiktiv Iagttagelse. Er det saaledes især 
en Afvigelse af tredie Halvinvariant fra o, som beviser Afvigelsen fra den simpelt expo- 
nentielle Fejllov, medens de højere Halvinvarianter enten ere ubekjendte eller tilfældigt 
begimstige saadan Antagelse, da kan man i y —■ a-\-bx-^cx'^ anse y for det iagttagne 



(24 a) 



(24 b) 
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og X som den fiktive Iagttagelse, hvis Fejllov skal have den ønskede Egenskab. Kon- 
stanterne a, b og c maa da bestemmes saaledes, at c findes som Rod i 

4cS— 6cj/, + (tfg = o, 
medens a ~ Mi— c og i = Vl^—^c"^. 

Dette kræver, aX M, = i2c{4/» — 2cil/,). 

b) Ved Afhængigheder af flere Iagttagelser afhænger Spørgsmaalet om, 
hvorvidt man kan bestemme Resultatets faktiske Fejllov ved de faktiske Fejllove for dets 
enkelte bestemmende Iagttagelser, i hej Grad af, hvorledes man tænker sig de enkelte 
Gjentagelsesværdiers Samvirken til at frembringe de enkelte Gjentagelsesværdier for Resul- 
tatet. Hvis alle Gjentagelseme af hver bestemmende Iagttagelse ere fuldkommen side- 
ordnede ogsaa i den Forstand, at ingen af dem staar i særligt Forhold til visse blandt 
Gjentagelseme for de andre bestemmende Iagttagelser, da er Forholdet simpelt og ana- 
logt med det, vi fandt for Afhængigheder af én Iagttagelse; men anderledes gaar det, 
naar særlige Forhold sammenknytte visse Gjentagelser af de forskjellige bestemmende 
Iagttagelser. Hvis f. Ex. en Trekants Areal skal bestemmes ved Maalinger af alle tre 
Sider, idet hver Side er maalt paa sin Maade, og uden at der vides noget om Sammenhæng 
mellem de enkelte Maal, da er hver Maaling af a bestemt til at kombineres med hver 
Kombination af Maalinger af i og c, og hele Antallet Won»nt af Resultater for Arealet 
maa lægges til Grund for Arealets faktiske Fejllov. — Hvis Talen derimod er om de 
relative Hyppigheder i en Statistik over Ungkarles og Enkemænds Ægteskaber med 
Piger og Enker, da er det jo saa langt fra Meningen herved at stille hver af Mændene i 
Forhold til alle baade Piger og Enker, at der kun er Tale om en ret parvis Kombination, 
og i denne kan det tilmed forudses, at Spørgsmaalet om tidligere Ægteskab spiller en 
Rolle i Valgene. Resultatet er da, at der vel kan opstilles en faktisk Fejllov over Ægte- 
skabernes Fordeling paa de 4 mulige Tilfælde ligesom ogsaa Fejllove for tidligere Ægte- 
skab indenfor hvert Kjøn, men at det er aldeles umuligt at aflede hin af disse*); thi i 
Afhængigheden indgaar der her noget andet og mere end de to Bestemmelser om hvert 
Kjøns Inddeling. — Et tredie Erempel kan vi hente fra Tærningspil samtidig med to 
Tæminger. Skjønt det næppe vil falde nogen ind at anse "det, som den ene Tæming 
opviser, for en væsentlig Omstændighed for det samtidige Kast med den anden Tærning, 
plejer man dog kun at opføre Summen af begge Tærningers øjne som Resultatet i hvert 
Dobbeltkast. En paa denne Maade funden faktisk Fejllov for 100 Dobbeltkast kunde da 
ikke efterregnes selv om to Iagttagere hver med sin af Tæmingeme for øje samtidig 
havde opgjort de enkelte Tærningers faktiske Fejllove ved Optælling af, hvor ofte hvert 
Antal øjne vare komne op, f. Ex. saaledes: 



*) Delte gJKld«r ogsu for andre end Taktiske Fejllov 
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For førsle Tæniing: 


12 


Gange I 


17 


„ 2 


14 


. 3 


19 


. 4 


16 


. 5 


22 


. 6 



For anden Terning: 

19 Gange i 

15 - 2 

16 „ 3 

20 „ 4 
iB „ 5 
12 , 6. 

Fejlloven for Dobbeltkast er ikke til at beregne herefter"); den kan have havt utallige 
Skikkelser imellem de to Yderligheder: 

12 Gange 2 o Gange 2 

7 » 3 o „ 3 



9 . 6 

7 - 7 



Med fri Kombination af de 100 x 100 Kast har man derimod Beregningwi: 

12 X 19 = 228 Gange 2 

12X 15+ 17X ig 

12X 16+17X I5+I4X 19 

12 X 20+ 17 X 16 -f 14 X 15+ 19 X 19 

12 X 18 + 17 X 20+ 14 X 16+ 19 X 15+ 16 X 19 

12 X 12 + 17 X 18+ 14 X 20+ igx 16+ l6x 15 + 22> 

17 X 12 + 14 X 18 + 19 X 20 + 16 X 16 + 22 X 15 = 1422 

14 X 12 + 19 X 18 + 16 X 20 + 22 X 16 = 1 182 

19 X l2 + l6x 18 + 22 X 20 = 956 

l6x 12 + 22X 18 = 588 



- 503 . 


3 


— 713 . 


4 


= 1083 


. 5 


- 1369 . 


6 


= 1692 


7 



264 



som den faktiske Fejllov af først nævnte Slags. 

*) Detle gjælder ogsaa for andre end faktiske Fej[|ov< 
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Vi slaa derfor fast, at vi som faktiske Fejllove for Resultater, der afhænge af 
flere bestemmende Iagttagelser, kun ville omtale saadanne med fri Kombination af Gjen- 
tagelserne af hver bestemmende Iagttagelse. 

Om faktiske Fejllove for flertydige Afhængigheder kan der heller ikke her være Tale. 

Bestemmelse ved relativ Hyppighed af den faktiske Fejllov for en Iagttagelse, 
der er afhængig af andre Iagttagelser, hvis faktiske Fejllove ogsaa ere givne ved relativ 
Hyppighed, er i Principet en overmaade ligefrem Sag. Har en af de iagttagne Betingelser 
med r Muligheder vist et Udfald n, Gange, et andet n. Gange ... og det sidste mulige 
Resultat n. Gange under ialt «, + n, + . . . «r ^ A' Gjentagelser, har en anden med [i 
Muligheder vist hver af disse m,, m,, . . . m Gange under ialt m, + m, + . . . tn => M 
Gjentagelser, o. s. v. forsaavidt der haves flere Betingelser, vil under samtlige Kombinationer 

7v ■ "¥ ■ ■ ■ 

være den relative Hyppighed for et saadant Resultat, som kun kan fremkomme ved Sam- 
virken af de Udfald af de enkelte Iagttagelser, hvis relative Hyppigheder vare dette Pro- 
dukts Faktorer -^ , -^^ , ... Men hvis samme Resultat kan fremkomme som Følge af 
forskjelligt Udfald af en eller flere blandt de iagttagne Betingelser, vil 

Summationen udstrakt over de i Resultatet identiske Kombinationer af Indices r og s, 
angive Resultatets relative Hyppighed, 

Exempel. ' Et Punkts Beliggenhed i Planen er bestemt ved Maalinger af begge dets 
retvinklede Koordinater x og y. Fejllovsfunktioneme for disse antages at være simple 
exponentielle Fejllovsfunktioner; der søges Fejlloven for en af Punktets Koordinater i et 
andet Koordinatsystem. 

Fejllovsfunktionen for a antages at være 

•^ -¥(4)", 

V 

hvis Integral mellem ^j^ao er i, saa at Udtrykket giver relativ Hyppighed idet v er Middel- 
afvigelsen, medens a'ernes Middeltal er taget til Nulværdi; ligeledes antages 

at fremstille ^'s Fejliov, med Middelafvigelsen = u. Den relative Hyppighed for de 
Kombinationer af Iagttagelser, som henlægge Punktet i Fladeelementeme (x^ x-\-dx\ 
y, y -^ dy), vil da være 

5 
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^^rT«^)'-^<-'')rf,*. (26) 

Er nu -ri den Koordinat, for hvilken Fejlloven søges, bestemt ved 

■«i = a-« + *y. 
maa de almindelige relative Hyppigheder forenes ved Integration saaledes, at x, anses 
som konstant. For begge Koordinater i det nye System kan man sætte 
X /x,\ /v,\ . X, X , V 

-- = -i-j COSy; — ( 2J.|sin^, -!- = _ en« m -I- ^ 1 



- cos a> + — sin tf 



— ^1 sin (p + ( —1 cosjp, ~ = sin ^ + — C( 

som Relationerne til det gamle System; dertil kræves blot, at 

av = t>, COS f Og ftu = -f p, sin y , 
altsaa v] -= a'ti' + fi'u' og tang^ = — . 

Erstattes nu i Differentialet ar og y med «, og y,, bliver dette 

Og dets Integration med Hensyn til y, imellem Grænserne ^ao giver 



-'-©■<i.,L-"^©'.j, -!^'.-^©l,, 



(26 a) 



som Udtrykket for den relative Hyppighed for Koordinaten .r, , dennes Fejllov er altsaa 
ogsaa simpel exponentiel, og Middelafvigelsen deri er 

c, = V'^^+ b^u\ '27) 

Er Enheden for je, den samme som for j; og i/, saa at Koordinatsystemet blot er blevet 
drejet, og man altsaa kan sætte a = cos d, b = sin C, vil », være Afstand fra Centrum 
og y Retning mod i--Axens positive Retning for et Punkt paa en Elipse med Axeme 
2p og 2« og Centrum i Punktet (o, o), Fejlellipsen, idet $ er den til f svarende excen- 
triske Anomali. 

Ovenstaaende Differentiat 



ErM(vr-(f)L,,,, 



der angiver den relative Hyppighed for det iagttagne Punkts Beliggenhed paa Elementet 
dxJi/, viser, at denne relative Hyppighed er konstant for (*, y) paa Fejlellipsen og alminde- 
ligere for Punkter paa Ellipser, koncentriske, ligedannede og ensliggende med denne. 
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Bestemmelse ar faktiske Fejllove for Funktioner af lagtt^eiser ved symme- 
triske Funktioner sker i Almindelighed gjennem Potenssummernes Beregning som 
Funktion af Potenssummeme for de uafhængige Variable; i nogle Tilfælde bør man her 
blive staaende ved Potenssummeme, idet Udtrykkene for Halvinvarianterne kunne blive 
for komplicerede; et saadant Tilfælde haves, hvor der er Tale om et Produkt u af to 



medfører, idet Potenssummeme for o betegnes med »r, for o' med *r og for u med Sr, 
almindelig Sr = »r»^, (28) 

heraf følger med tilsvarende Betegnelser for Halvinvarianterne 

M, = ft',p', +ii,iA, +/i,p''' \ (29) 

X, = ft'ft', + 3/1, /(,//, + 6ft,ft,ft',/i', + ft,ft', +3fi,li',/, -\-/' tA'i > 

men endnu mere sammensatte Udtryk for M med højere Indices. 

c) I det allervigtigste Tilfælde, hvor Funktionen er lineær, 
u = ao + bo', 
ere dog Halvinvarianteme ubetinget fordelagtige. Man har her 

S, = "X, 

s, = oa,*; + bsX,, 

S, = a'«,< + 2<i6s,s', -|-6'j.„.',, 



almindelig Si+j = 2:fi(i,j)a*Sil^aj , (30 a) 

hvor (9(i,j) betegner samme Binomialkoefncient, som vi før have betegnet med ^i+j(i) = 
-= ^i.Yj(j)- Men om Halvinvarianteme kan man heraf bevise, at 

M, = a^/i, + b'ii', , [ (30 b) 

almindelig M, = a'/i^ ■+■ b'/i',,. f 

Paa Grund af Entydigheden i Definitionsligningerne (i6) 

»,. + 1= 2'„y9(m,n-m)A,_™/,„ + ,, 

4+.= 2'„^('T.,n-T/.)«;-™;,Ui, 

S,+ ,= ^./^(m,«— m)S.-„;tf™i.,, 

vil det være tilstrækkeligt at vise, at Indsættelse af Udtrykkene (30 a) og (30 b) i denne 

sidste Ligning frembringer en Identitet. 

Naar i, j og * = wi betegne tre Indices, hvis Sum er konstant, 
i+j + 'k = «, 
faas S,+ , = SX^ii,), V) (a->*+'»,;ii+, . b>>'j + o*,.,. y+*+'<;/.ii.,) , 

hvor ^S betegner Dobbeltsummen mellem ±00 for to af de tre Indices i, 3 eller h, og hvor 
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følgelig er 

Sættes nu i første Sum kun m = i + k, n — w ^j, i anden derimod m+ i ^i, n — m^ 

= ; + *+! er 

Og erindres, at ^{m, « — m) +^(m + i, n— m— i) = ;9(m + i,n— m), haves identisk 
med (30 a) 

5,+, = 2«^(m+l,n-m)a"' + '«»+,ft— "«;_«. 

Da nu intet andet System af Halvinvarianter /I/, . . . J/,^.! kan gjengive de samme Potens- 
summer S^, S, , . , 5,+ (, har man almindeligt, at naar 

vil ,)/,(«) = a>„(o) -l-6-/,,(o'). (30) 

Endnu almindeligere medfarer 

u = ao + bo' + . . . + do'" , 
«t M„(v) = «-;.„(.») -i- b-Mo") + ■■■ d',u(o"\ (31) 

Gangen i ovenstaaende tilsyneladende indviklede Bevis, ses let ved Gjennemregning af et 
specielt Tilfælde, f. Ex. 

5, = ^, So 4- 3 /!/. S, + 3 -V, S, + M, S., , 

= (*>; +■»>.)■' »o < + 

+ (6y, +av,).3■c«^•;+ /'^«',) + 

+ (*>'■ + «>.) ■ 3 ■ («'»,»; -f 2a J«,.; + b' »,«',) + 

= a'«,/„ + 3a'i«,s', + 3a'A'«,*;-fla6'«,«', + 

+ la'ia,*; + 3a'i'«,«', + 3afi'i,»', + 6* «,»',- 

d) Exempel l. Vi have i IVe foregrebet den vigtige Sætning (31) til Bestemmelsen 
af Halvinvarianteme for Fejllovsfunktionen fir{^)p^^~' ved Hjælp af Halvinvarianteme 
for en Fejllov, der havde q Resultater = o mod p Resultater = 1. Hvis nemlig 

U = o, + 0^ + ...0r, 

hvor t»,, o,, ... Or alle havde vist denne sidste faktiske Fejllov, med Halvinvarianterne 
«.=-,-, «. = , ,, , -■-, da vil efter nærværende Sætning Halvinvarianterne 

for Funktionen « være hine multiplicerede med r, 

"' ^p-1-9' ''^ ^(p+gr ■■■' 

men betragter man alle de enkelte Værdier, som u kan faa ved Summationer af o'er og 
l'er, saa forekomme Værdierne fra o til »■ med Hyppigheder, som netop er ^r{'')piq'~'. 
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Exempet 2. Fejlloven for Logarithmen til et Produkt, hvis enkelte Faktorers 
Logarithmer ere udtagne af en Tabet, findes ifølge andet Exempet tit IV d, ExpL 2 at være 

,,.^,-0 og^, -i,,-. --4, f, -5^ ■••. 

hvor > betegner det samlede Antal af de af Tabellen udtagne irrationale Logarithmer og 
af de udførte Interpolationer ; man ser, at for store Antal s bliver baade 

t 6 _, 48 

^./^. ^- /*./*. = j^ os.v. 

temmelig ubetydelige. 

e) En meget vigtig Følge af den omtalte Sætning (31) fremtræder, naar vi antage 
Funktionen af Iagttagelserne for at være deres Sum, idet altsaa til u = £0 svarer 
(f/r = £/ir. Medens //j bestandig er positiv, saa at hver ny iagttagen Addend, der føjes 
til Summen, lader jtf, voxe, er det samme ingenlunde Tilfældet for de øvrige Halvinvari- 
anter, som hyppigt paa Grund af forskjeUigt Fortegn i Addendernes fjr optræde med 
absolut mindre Værdier i Summen end i Addenderne. Tilmed afhænge Fejllovens Ejen- 
dommeligheder jo ikke ligefrem af Halvinvariantemes absolute Værdier, men af JUr's For- 
hold til jW, ' , og da dette Sammenligningsled altid vil være forøget i Summen, og i desto 
stærkere Grad jo større r er, vil altsaa for enhver Sum og almindeligere for enhver lineær 
Funktion Fejlloven afvige mindre stærkt fra den simple exponentielle 
Fejllov end Tilfældet har været for den Addend, som i Henseende til en eller anden 
Halvinvariant har afveget stærkest. Kun naar en ganske enkelt iagttagen Addend har 
afveget meget stærkt fra Loven ur ^ o for r > 2 og derhos har domineret alle de andre 
Addender ved sin Middelafvigelses Størrelse, kan ogsaa Funktionens Fejllov vise en nogen- 
lunde lignende Afvigelse. For at finde Exempler paa FejUove, der utvivlsomt afvige fra den 
exponentielle, maa man derfor fortrinsvis fremdrage Iagttagelser , der kun afhænge af en 
enkelt, som uvæsentlig forbigaaet. Omstændighed, thi flere saadannes Samvirken vil, hvis 

o =/(p, W,, U,, ... K„) 

efter Taylors Række kan ombyttes med 

o = /{v,0,0, . . .0) +f,{v,0,0, . . .0)u, '{-f,(v,0,0 . . .0)u, + . . . , 

ved Gjentagelser fremkalde lignende Forhold, som ved lineære Funktioner af flere Variable. 
Det vil ikke være ut>etimeligt her gjentagende at minde om, at naar Talen er om 
Funktioner af iagttagne Variable, og man til Fremstilling af Funktionens Værdier ikke har 
brugt Gjentagelsesværdieme for de uafhængige Variable iflæng, men saaledes som i det 
oven omtalte Tærningspil har beregnet hver Værdi af Funktionen med sine Værdier af 
de Uaftiængige, da mister man vel Retten til at aflede Funktionens Fejllov som faktisk 
af de Uafhængiges faktiske Fejllove. Men ligesom man meget vel ogsaa i dette Ttlfaelde 
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direkte kan bestemme Funktionens faktiske Fejllov, saaledes er det ingenlunde bevist, at 
denne altid skulde afvige fra den Fejllov for Funktionen, som vilde fremgaa af de her 
fremstillede Regler. Tvertimod vil dette — rigtignok med Opgivelse af Fakticiteten — 
meget hyppigt kunde lade sig gjøre. Vi fremhæve dette her, thi nu have vi tilendebragt 
vor Behandling af de faktiske Fejllove, og den større Frihed, vi i det følgende skulle 
tage os, kommer netop særlig til Gode paa dette Punkt. 



C. lagttagelsesmaadens hypothetiske eller theoretiske Fejllov. 



En faktisk Fejllov beskriver altsaa kun det givne — virkelige eller tænkte — 
Antal Gjentagelser af en Iagttagelse. Men medens vi allerede vanskelig og kun ved idelig 
at nedtrykke en stærk Tilbøjelighed kunne afholde os fra at anse de enkelte Iagttagelser 
for rigtige Svar netop paa, hvad vi have ment med vore Spørgsmaal; saa bliver det 
os næsten umuligt at undlade i den paa alle foreliggende Iagttagelser be- 
grundede Fejllov at se en Bestemmelse om selve den anvendte lagt- 
tagelsesmaade. Netop fordi vi have anvendt og maattet anvende alle foreliggende 
Gjentagelser til Beregning af den faktiske Fejllov, har denne ikke blot faaet Betydning 
for os som det samlede Udtryk for de skete Undersøgelser, men den indeholder alt, 
hvad Iagttagelserne alene kunne lære os om den paagjældende Sag, og om Godheden 
og Ejendommelighederne ved den anvendte Methode. 

Sandt nok, at, naar vi fortsætte Iagttagelserne efler en saadan Afslutning og paany 
tilvejebringe lige saa mange andre Gjentagelser, og af dem for sig udlede en ny faktisk 
Fejllov, saa kan det ikke undre os, om denne afviger fra den første. Saa foreligger der 
gjentagne Bestemmelser af Methodens Fejllov, der selv altsaa optræder som iagttagen, 
saaledes at der kan blive Tale om at bestemme den fakti^e Fejllov for hver enkelt af 
den faktiske Fejllovs Bestemmelser. De enkelte Fejlloves indbyrdes Afvigelser maa op- 
fattes som Bevis for, at, om vi end have villet følge samme Methode i hver Række af 
Gjentagelser, saa have vi dog ikke gjort det med fuldkommen Nøjagtighed. — Hvis vi 
da ikke vilde indlade os paa at nægte, at der existerer Methode. 

At man i mangfoldige Tilfælde, naar man under Indsamlingen af store Antal 
Gjentagelser efterhaanden atter og atter omregner den først beregnede faktiske Fejllov 
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med de siden sidst tilkomne Gjentagelser, ser Fejlloven antage en Skikkelse, som forandres 
mindre og mindre, og som tilsidst for de første og uundværligste Bestemmelsers Ved- 
kommende praktisk talt siet ikke mere forandres ved nye Gjentagelser, det er vel noget, 
som vi paa ingen Maade tør undlade at tage Hensyn til; men dels er saadan Stabilitet i 
Fejlloven vel et hyppigt Fænomen, men paa ingen Maade en Regel uden Undtagelser, 
dels kan ikke engang en fuldstændig Overensstemmelse af samtlige hidtil gjorte Gjentagelser 
give os afgjørende Sikkerhed for, at den næste — endnu ugjorte Gjentagelse ogsaa 
vil stemme, og meget mindre kan en tilnærmet Fasthed i den faktiske Fejllov give os en 
tilsvarende Berettigelse. 

Men vi kunne overhovedet ikke lade være at gjøre vovelige Slutninger, mægtige 
Kræfter drive os til at handle og tænke ogsaa paa ufuldkommen Maade. Først Selv- 
opholdelsesdriften, som kan faa den mest nøjeregnende Kritiker til at slutte om tilkom- 
mende Begivenheder efter en eneste Erfaring, som endda slet ikke har mere tilfælles med 
det, det gjælder om, end en fjern Lighed i nogle af Omstændighederne. Og som det 
gåar med denne Drift, saaledes gaar det med uvæsentlige Ændringer med Menneskenes 
deraf afledede Trang til at bygge theoretiske Slutninger og religiøse Antagelser. Naar 
fast Grund savnes, bygger man paa den løse ; thi bygge skal man og maa man. 

Og man bliver berettiget dertil, naar man erkjender, at en ubetinget fuldkommen 
Viden og Sikkerhed overhovedet er uopnaaelig. Da der ikke gives noget, som vi strengt 
kunne vide, faa vi Ret til at antage meget paa det Usikre og en tarvelig Begrundelse er 
mere værd end slet ingen. 

Det gamle Ord „errare humanum est, sed non in errore manere" , er træffende i 
sit første Led, thi al vor Forsken, ogsaa den bedste, kommer aldrig helt ud over det uvisse, 
og vor Gang fra en Iagttagelse dl dens Gjentagelser lignes ret vel ved en vildfarende, urolig 
Omflakken; men det er ikke nok at sige, at man ikke tør blive staaende i Vildfarelsen, 
det er ikke ganske menneskeligt at gaa fra en Vildfarelse til en større, blot for ikke at 
staa stille; det kr^eves af os, at vi bestandig skulle formindske Vildfarelsen og Usikker- 
heden, og derfor maa vi i hver Slutning bestandig bestræbe os for om muligt at 
maale Usikkerhedens Størrelse. 

Hvis man vilde forlange strengt gyldige Beviser elier dog ubetinget Vished for 
Forudsætningerne, saa gaves der ingen sand Videnskab. Men Videnskabeligheds 
Kjendetegn overfor løse Meninger og Dogmatisme er den overalt gjennemførte Be- 
stræt>else for at gjøre Rede for hver Slutnings Værdi og for Usikkerhedens Art og Størreise. 
Og hertil er Fejllovene det fortrinligste Middel. Men dette Middel maa føres ud over det 
Faktiskes Omraade, der maa, om dette end kun kan ske ved en Hypothese, hvis egen 
Værdi er uvis, kunne opstilles Fejllove for lagttagelsesmaaden. 

Men det gaar ikke an ligefrem at erklære den faktiske Fejllov for Methodens 
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Fejllov. Methodens Fejllov maa være uafhængig af Gjentagelsernes Antal, men om nogle 
af vore Former for faktiske Fejllove er det aabenbart, at de ere stærkt og paa indviklet 
Maade afhængige af dette Antal, og selv om de bedre Former er det iaitfald uvist, om 
ikke ogsaa de afhænge deraf. For (it overvinde denne Vanskelighed kunde man tænke 
paa den Udvej , vilkaarligt at vælge et fast Antal Gjentagelser og at sætte Methodens 
Fejllov identisk med den faktiske Fejllov, som bestemtes netop ved dette Antal Gjentagelser. 
Men man ser med Lethed den Ulempe ved denne Udvej, at hvilket endeligt Antal, man 
end her vilde vælge, kan der komme til. at foreligge Gjentagelser i flere Gange større 
Antal og dermed indbyrdes modstridende faktiske Fejllove med samme Krav paa at være 
Methodens Féjllov. Konsekvensen er, at det først er ved uendelig store Antal Gjentagelser, 
at Overgangen fra faktisk Fejllov til Methodens Fejllov kan være helt berettiget 

Heri ligger nu for det første, at man aldrig vil kunne opnaa nogen exakt Frem- 
stilling af en Methodes Fejllov, men saavidt gaa vore Fordringer heller ikke; vi ville 
kunne nøjes med saadanne Tilnærmelser, som efterhaanden kunne forbedres. 

Men derhos maa vi ikke overse, at vor Bestemmelse af Methodens Fejllov 
som den Grænseform, til hvilken den faktiske Fejllov nærmer sig, naar 
Gjentagelsernes Antal voxer i det uendelige, indeholder en ubeviselig Forud- 
sætning, nemlig at der existerer én og kun én saadan Grænseform for FejUoven, altsaa 
at denne ikke oscillerer eller divergerer i det Uendelige. Dette er lagttagelseslærens 
Hovedaxiom — Loven om de store Antal. 

Til en vis Grad kunne vi anse denne Lov om de store Antal som en Definition, 
der gjør Forskjel imellem de gode lagttagelsesmaader, for hvilke Loven er eller tør anses 
for gyldig, og saadanne forkastelige lagttagelsesmaader, for hvilke der ikke existerer 
nogen bestemt Fejllov. 

En saadan Gjøren Forskjel kan dog aldrig være fuldt berettiget, idet vi aldrig 
have virkelig uendelige Gjentagelsesrækker for os, og vi derfor ere udsatte for at tage 
fejl, baade naar vi godkjende en lagttagelsesmaade , fordi den viser sig stabil overfor et 
stort, men dog endeligt Antal Gjentagelser, og naar vi forkaste en anden, fordi den lige- 
ledes med store endelige Antal er i vedvarende urolig Svingning, medens det dog ialfald 
er muligt, at denne Ustadighed vilde formindskes ved endnu større Antal og forsvinde 
ved uendelige. Allerede for at vinde en nogenlunde bestemt Regel for vore Godkjendelser 
eller Forkastelser af lagttagelsesmaademe , er det nødvendigt at lade Undersøgelsen gaa 
ud fra Antagelsen af Loven om de store Tal, for igjennem denne at slutte til, hvorledes 
Gjentagelser i endeligt Antal bør forholde sig for at give Udsigt til Stabilitet i det uendelige. 

Og naar vi i visse Tilfælde anvende Opfattelsen af denne Lov som Definition til 
derefter at fælde Forkastelsesdommen, saa er Sagen ikke tilende med den. Forkastelsen 
kan, ogsaa hvor den er endelig og uomtvistelig, ikke undgaa at rejse et nyt Spørgsmaal, 
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nemlig om Grunden til, at medens andre Iagttagelser kunne bestaa, netop denne er 
mislykket. Vi tvinges til at forske efter de Mangler ved denne Gjentagelsesrække , som 
have foraarsaget det slette Resultat , til at søge efter de Modifikationer af den anvendte 
Methode, som kunde føre til bedre Resultater. Men idet vi indlade os paa sligt, lægge vi 
aabenbart noget mere ind i Loven om de store Tal, end der kan forliges med at anse 
den for en simpel Definition, vi tillægge dens Gjælden Betydning af det Normale og Gode; 
den bliver en Naturlov, som skal gjælde overalt, hvor vi ikke selv have kompromitteret 
Sagen ved at vælge urigtige Fremgangsmaader, eller ved at handle imod vore egne ved- 
tagne Forskrifter. 

Og idet vi kritisere lagttagelsesmaademe og søge at forbedre dem, der have givet 
uanvendelige Resultater, tage vi Loven om de store Tal i Brug ikke blot til at vise, at 
der er noget galt i vore Methoder, men ogsaa til at vise os Afvigelsernes Størrelse og 
Ejendommeligheder, og til derigjennem at anvise os, hvad der har været Fejlen, og hvad 
der kan føre til det bedre Resultat 

Naar vi nærmere prøve en tvivlsom eller forkastelig lagttagelsesmaade , vende 
vi Blikket hen paa dens Forhold til vore Forudsætninger om den, og navnlig til, hvorvidt 
det, vi have behandlet som Gjentagelser, ogsaa virkelig har været, hvad vi have vedtaget 
at forstaa ved Gjentagelser; om alle de væsentlige Omstændigheder ved Iagttagelsen 
virkelig have været uforandrede, og om der ikke ubevidst eller utydelig bevidst har fundet 
en Sammenblanding Sted mellem væsentlige og uvæsentlige Omstændigheder. Naar saadan 
Undersøgelse styres af opmærksom Betragtning af Fejllovens Forandringer ved nye til- 
kommende Gjentagelser, har den stor Udsigt til at lykkes. Ikke sjældent viser det sig 
saaledes, hvor Iagttagelsens Tidspunkt har været anset for uvæsentligt, at Tiden ved at 
skille de nye Gjentagelser fra de gamle, dog ubevidst er kommet ind mellem de væsent- 
lige Omstændigheder, og, at der paa denne eller anden Maade er kommet Afhængigheder 
istand -imellem de enkelte Iagttagelser, som gjør det urigtigt at anse dem for indbyrdes 
uafhængig iagttagne, og stiller dem i indbyrdes Forhold paa vexlende Maade, saa- 
ledes at de derefter ikke burde være betragtede som Gjentagelser af samme Iagttagelse. 

Lykkes saadan Kritik ikke, da falder neppe nogen paa at søge Skylden i andet 
end egen Ufuldkommenhed eller i manglende Oplysninger. Men hver Gang den lykkes, 
voxer den i Forvejen stærke Tillid til Loven om de store Tal, at der for hver vel ordnet 
og vel udfiart lagttagelsesmaade existerer én Methodens Fejllov, til hvilken der om end 
tilnærmelsesvis og tildels middelbart er Overgang fra faktiske Fejllove for talrige Gjentagelser. 

Loven om de store Tal har altsaa en mærkelig Karakter, som det er vigtigt at 
gjøre sig Rede for. Vi have derfor ogsaa begyndt med kort og godt at betegne den 
som Axiom. Fra vort oprindelige forholdsvis forudsætningsløse Standpunkt har den Ud- 
seende af at være en Definition, og fonnelt er den kun berettiget som saadan, og saaledes 
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strengt taget uanvendelig ved vor Begrænsning til det endelige. Vor Trang til at be- 
nytte Iagttagelserne driver os til at give Loven en anden Betydning, og den bliver til en 
Trossætning om Harmoni i Naturen og imellem den og den menneskelige Tænkning, en 
fast Overbevisning om noget, der ikke kan ses. Og saaledes er denne Lov nær beslægtet 
med den simple religiøse Tro paa en i Naturen sig aabenbarende Gud, en af de Former, 
under hvilke denne Tro lægges til Grund for Videnskaberne. 



VI. Sandsynlighed. 

Naar et Forhold, som kan iagttages, Udfaldet af en Erfaringssag, under Gjen- 
tagelser har eller antages at have en Methodens Fejllov, saa bruge vi Ordet Sandsynlighed 
istedetfor den relative Hyppighed ved de faktiske Fejllove til at betegne det Forhold, hvori 
et bestemt Udfalds Hyppighed staar tit samtlige mulige Udfalds. Forsaavidt man ikke 
herved ligefrem tænker paa uendelige Antal Gjentagelser , maa man dog ved Brug af 
Ordet Sandsynlighed tænke sig de forskjellige Udfald, de gunstige og ugunetige Tilfælde, 
ordnede regelmæssig imellem hinanden paa saadan Maade, at den ogsaa ved endelige 
Antal vilde føre til at lade dem forholde sig i Antal efter deres Sandsynligheder eller saa 
nær som muligt dertil. 

Paa Grundlag af Theorier eller Hypotheser, hvorefter den ene Sandsynlighed af- 
hænger af den anden eller af Experimentets Natur, kan man — hyppig endogsaa ret vel — 
bestemme Sandsynligheder for Begivenheder, uden at der direkte foreligger Iagttagelser 
om dem; altsaa a priori. Saaledes er Sandsynligheden o for en umulig Begivenhed, i, 
naar man har Vished for Begivenhedens Indtræden. Naar man ved eller mener at vide, 
at der iblandt Aarsageme er Ligevægt imellem dem, der virke for og imod Begivenheden, 
maa man ansætte Sandsynligheden tit J; men er man helt uvidende om nogen af de 
V£esentlige Omstændigheder ved Begivenheden, maa man selvfølgelig erkjende, at Sand- 
synligheden er ubekjendt. Der maa indtrængende advares imod en vis Tilbøjelighed til 
at opfatte Sandsynligheden J som Symbol for en fuldstændig Uvidenhed om Begivenhedens 
Aarsagsforhold, en Tilbøjelighed, som ved mange ansete Forfatteres uforsigtige Udtalelser 
har faaet Indpas i Sandsynlighedsregningen, nemlig derved, at de med den fuldstændige 
Uvished sammenblandede Mangel p*aa nøjagtig Viden om , hvorvidt de iøvrigt bekjendte 
gunstige ell^r ugunstige Omstændigheder have Overvægten, hvilket sidste vel kan berettige 
til at tillægge Sandsynligheden Værdien j, men kun saa længe, til der haves paalideligere 
Oplysninger og Erfaringer. 

Almindeligere vil man have at tillægge et Udfald større, samme eller mindre Sand- 
synlighed end et andet Udfald af samme Forsøg, eftersom man ved sin Kjendskab til 
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Omstændighederne er berettiget til at anse det første for begunstiget i større, samme elier. 
mindre Grad af de virkende Aarsager. Og herpaa beror den aprioriske Vurdering ai 
Sandsynlighederne. 

Tæmingkast skjønnes f. Ex. at afhænge dels af Tærningens Bygning dels af 
Kastets Kraft, Retning, Faldhøjde m. m. Om sidstnævnte af disse Omstændigheder maa 
Skjønnet gaa ud paa Ligegyldighed, ikke fordi jeg ikke kjender til disse Omstændigheders 
Virkemaade, men fordi det vides, at Resultatet kan skifte og atter skifte ved meget smaa 
Forandringer i hver af disse Omstændigheder, saa smaa, at min og sædvanlige Menneskers 
Nøjagtighed er langt fra at være tilstrækkelig til under Udførelsen af Kastet at tilstede en 
Afpasning efter det ønskede Resultat. Derfor kunne saadanne Omstændigheder behandles 
som uvæsentlige, en Kategori, som ikke uden Motivering tør opstilles ved apriorisk Be- 
stemmelse af Sandsynlighed, Skulde Kastet foretages af en berømt Taskenspiller eller 
paa en nøjagtig Maskine, maatte man opgive enhver apriorisk Bestemmelse. Hvad der- 
næst Tærningens Bygning angaar, vil den regulære Figur og den forudsatte Homogenitet 
begunstige enhver af Sidefladerne i samme Grad og lede til den Slutning, at Sandsynlig- 
hederne for hvert Kast maa være lige store, altsaa = ^. Men Tæminger kunne være 
faJske, det er ikke overflødigt at maale Fladerne og bestemme Tyngdepunktet, hvis man 
vil vente, at de aprioriske Sandsynligheder skulle stemme med dem, som man vil finde 
ved meget store Antal virkelige Kast, 

a) Om Sandsynligheder for Begivenheder, der afhænge af andre, hvis Sandsyn- 
ligheder kjendes, gjælde de samme Love som for relative Hyppigheder ved faktiske Fejl- 
love, dog saaledes, at en vis Indskrænkning bortfalder overfor Sandsynlighed, som maatte 
respekteres ved den faktiske relative Hyppighed. 

Naar en Begivenheds forskjellige Udfald have Sandsynlighederne p, , p,, ... p, 
for sig, og naar det ikke er selve disse Udfald men andre ved hvert enkelt af disse Ud- 
fald en^dig bestemte Begivenheder, som have Betydning, og naar blandt hine Udfald nogle, 
f. Ex.p, ... p,, medføre samme Begivenhed, er dennes Sandsynlighed lig med Summen 
p, -i-...+p,„. (32) 

Ere specielt alle de enkelte Udfald gunstige for den endelige Begivenhed, er denne vis; 
Pi +P» + ---Pb *= '■ Sætningens Rigtighed følger umiddelbart af Sandsynlighedens 
Definition som Forholdet af Antallet af de gunstige Tilfælde til Antallet af de mulige 
TilfsBlde. 

Sandsynligheden, », for et Udfald af en Begivenhed, som udelukkende er betinget 
af, at en Række betingende Begivenheder have faaet visse Udfald, hvis Sandsynligheder 
ere v^, c, ... p,, vil være Produktet af disse 

F=r..»,. ... vn, (33) 
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saafremt intet af disse betingende Udfald er paavirket af noget af de andre. Omskrives 

nemlig Sandsynlighederne til Brøker tv = — , som med forudsat regelmæssig Fordeling 

angive, at af yr Tilfælde de pr ere gunstige, ville samtlige mulige Kombinationer repræsen- 
teres af Nævnerens Q = Ji - 7s - - - ?■., medens det gunstige Resultat kun forekommer 
i P = ^1 ./>j ... p„ af disse Tilfælde. Da Sandsynligheden kun har direkte Betydning 
overfor uendelig talrige Gjentagelser , bliver det her ligegyldigt, om man i Praxis lader 
alle de enkelte Begivenheder gjentages for hvert Enderesultat, eller om man kombinerer 
Enderesultaterne ud af de enkelte Gjentagelser iflæng, 

Naar f. Ex. «,, ... v„ betegne Sandsynlighederne for, at visse Mennesker skulle 
være døde før en bestemt Tid, vil Sandsynligheden for, at de alle da skulle være døde, 
almindelig være Produktet V. Men hvis nogle af Personerne ved at leve i hinandens Nær- 
hed udsættes for at angribes af samme smitsomme Sygdomme, vil F > o, . u, . . .1),, 
ikke kunne beregnes paa denne Maade, men kun ved Oplåsning af de samlede Døds- 
sandsynligheder i Sandsynligheder for at dø af visse Sygdomme og ved Sandsynlighederne 
for dødbringende Smitte. 

Naar de enkelte betingende Udfald blot ikke i det enkelte paavirke hinanden, 
medens dog {en bestemt Rækkefølge forudsat) de forudgaaende Begivenheders Udfald for- 
andre Sandsynlighederne for de efterfølgende, kan det endelige Udfalds Sandsynlighed 
endnu beregnes som Produktet af de enkelte modificerede Sandsynligheder. F. Ex. Af 
et Spil Kort med n rade og n sorte Blade skal der udtrækkes n Kort, hvad er Sandsynlig- 
heden for at Udtrækkene vise sort og rødt i en ligegyldig men forud bestemt Række- 
følge, ialt sort p Gange, redt v^p'i Her blive de enkelte betingende Sandsynligheder 
Brøker, hvis Tællere fra 2n med Differensen i gaa ned til n + i, medens Nævnerne blandet 
mellem hinanden vise to Rækker ligeledes med Differensen t, for sort fra n til n — p+ l> 

for hvidt fra n til /> + l , altsaa er Sandsynligheden - f'/'^^ ■ 

Dersom et Resultat af en Begivenhed, der afhænger af andre, kan fremgaa lige 
vel ved visse forskjellige Kombinationer af Udfaldene for de enkelte betingende Begiven- 
heder, beregnes Sandsynligheden for saadant Resultat som Summen af Sandsynlighederne 
for de forskjellige Kombinationer 

11-'= r -L 1'' + ... F*"', 
idet V= v,.v^ ,..v„, V = v\ .v', ... v'^., . . . ; (34) 

Beviset herfor føres atter ved at omsætte Sandsynlighederne som Brøker til de Antal af 
Udfald, som ere deres Tællere og Nævner, og sammentælle de Antal af Kombinationer, 
som medføre det endelige Udfald. Derved at dette kun er muligt, naar det er den samme 
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Række af Erfaringer, som med indbyrdes forskjellige Kombinationer af Udfaldene lede til 
det fælles Resultat, advares man om, hvad der eUers let vilde glemmes, at man maa paase, 
at de enkelte Led i vor Formel skulle repræsentere Sandsynligheder for Udfald, der gjen- 
sidig udelukke hinanden lige saa bestemt, som de indbyrdes modsatte Udfald af en enkelt 



b) Exempel l. Hvis jeg lader mig friste til at spille i to Tombola'er med 14 
Nitter af 17 og g Nitter af il, vil det aabenbart være urigtigt at anvende Sætningen (32) 
umiddelbart herpaa og beregne Sandsynligheden for at vinde til ', + ^ =^ fgj , at jeg 
vinder eller taber i den ene Tombola udelukker jo ikke, at jeg kan vinde og tabe i den 
anden. Kunde jeg bedømme Kræfterne af de Fristelser, som drage til hver Tombola' og 
derefter bestemme Sandsynlighederne for at vælge hver af dem, saa vilde Opgaven være 
bragt indenfor Sætning (34)'s lovlige Omraade, og selv om jeg ikke kan bestemme 
Tombolaernes indbyrdes Sandsynligheder, kan jeg dog ved at regne med ubekjendte 

Tal ,— og - , - derfor, faa noget at vide om Sandsynligheden for overhovedet at 

P+q P+.V 
vinde i disse Tombolaer. Denne har nemlig Formen 

3. 

17 , 

= 3-(ii/>)JiA(i7?) 
17 (np) + 11(17?) 
og maa, da p og i? ere positive Antal, have en Værdi imellem Grændserne 'j og ^; og 
naar disse Grænser som her ere lidet forskjellige, vil man naturligvis ikke begaa nogen 
væsentlig Fejl ved vilkaarligt at sætte p = g, og altsaa heller ikke ved at bruge Sand- 
synligheden J for det helt ubekjendte. 

Ved Forsikringsberegninger faar man idelig Brug for disse Sætninger, som man 
betegner som den direkte Sandsynlighedsregning, og ikke sjældent indtræffer Tilfælde, 
som vise Nødvendigheden af en skarp Kritik, og en sikker Methode til Behandlingen, 
dette illustreres godt ved følgende Exempel: 

Exempel 2. Hvilken Sandsynlighed le er der for, at tre nulevende normale Per- 
soner A, B og C skulle dø enten i Rækkefølgen først A saa B og tilsidst C eller i 
dennes cykliske Omsætninger: først B saa C og tilsidst A eller først C saa A og tilsidst 
B; altsaa den samlede Sandsynlighed for disse tre Maader i Modsætning til de tre om- 
vendte Rækkefølger. 

Det vilde ligge nær at reducere Opgaven til Bestemmelse af de forholdsvis let 
beregnelige Sandsynligheder (a,b) for at B overlever A, {b,c) for' at C overlever B og 
(c, a) for at A overlever C. Men uagtet den omspurgte Sandsynlighed virkelig kun af- 
hænger af disse tre, og Opgaven ogsaa kan løses paa denne Maade, turde man være 
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meget udsat for at tage Fejl ved at gaa denne Vej. Sandsynlighederne for de enkelte 
Udfald, (a, b, c) for at A dør først, saa B og C tilsidst og de analoge {6, r, o) og (c, a, h), 
hvis Sum er den ■ omspurgte Sandsynlighed, ere nemlig ikke, saaledes som det kunde 
synes, afhængige alene af Sandsynlighederne {a, b), {b, c) og (c, a), thi disse ere ikke ganske 
i Almindelighed Sandsynlighederne for at denne Person overlever hin; saadan Sandsyn- 
lighed forandrer sig ogsaa uden Dødsfald med Personernes voxende Alder, og her ere 
(o, b), {b, c) og (c, a) udtrykkelig at forstaa som Overlevelsessandsyniigheder i det øjeblik, 
da Kontrakten, Væddemaalet, eller hvad man vil kalde det, indgaas. 

Ad følgende Vej kan man dog finde en elementær Reduktion af Opgaven til disse 
simple Overlevelsessandsyniigheder. De 6 Udfald, hvis Sandsynligheder ere 

(a, b, c), (b, c, a), (c, o, b) Og med Dødsfaldene i 

modsatte Rækkefølge (c, b, o), (a, c, b) og {b, a, c), udelukke hinanden og 

udtømme alle Muligheder saaledes, at disse Sandsynligheders Sum er ^ i, og hvis de 
enkeltvis vare bekjendte, kunde man af dem beregne Sandsynlighederne for aile Ordninger 
af Dødsfaldene, navnlig er 

(<.,6)-(a,6,.) + fea;i) + (,,c,6) 
Qi.c) - {b,c,a) + {a,b,c) + <f,,,,c) 
(.,.)-(=,a,J) + (6,.,a) + (<,6,a). 
Ved Ligningernes Addition faas, 

(«,*) + (*,')+(',<■) - («,*,«) + ft«,«) + («,«,S) + l. 
følgelig er « - (o, b) + (4, «) + (c, o) - i _ 

- (a, i) + (4, .)-(.,«) - 
_(6,o) + (c,.)-(4,a)- 
-(.,») + (o, 4) -(..4). 
Forstaar man imidlertid Opgaven saaledes, at ikke disse simple Overlevelses- 
sandsynligheder men Personernes Dødelighedstavler ere givne, det vil sige, at idet U, h og 
h betegne Antallet af Personer lige stillede og lige gamle med henholdsvis A, B og C, 
Tegnene /„(«), /j(z) og /((*) betegne, hvormange af disse der vil findes i Live efter? Aars 
Forløb, saa kan dette Exempei instar omnium tjene til Oplysning om den abnindelige og 
sikre Methode, som helst bør følges i alle lignende Opgaver. 

Paa et eller andet Tidspunkt z imellem Grænserne o og oo Aar, nemlig ved det 
andet af de tre Dødsfald, maa det blive afgjort, i hvilken Orden Døden rammer de tre 
Personer, Vi begynde med at spørge om, hvilken Sandsynlighed der, hvis Afgjerelsen 
sker i øjeblikket imellem z og e -\- di, vil være for, at Ordenen bliver først A, saa B og 
tilsidst C, altsaa for at i dette øjeblik A er død, B netop dør, medens C endnu lever 



y Google 



47 

derefter. Da intet af disse enkelte Udfald forudsættes at have Indflydelse paa noget af 
de andre, er denne Sandsynlighed 

Da nu B ikke kan dø i noget andet øjeblik, hvis han der i dette, udelukke disse kom- 
binerede Udfald for forskjellige Værdier af z hinanden; og hvis man — hvad man ordi- 
nært vil gjøre uden al Betænkning — forudsætter at alle Fremtider uden Hensyn til disse 
Personers Liv og Død i sig selv vilte egne sig til at hidføre en Afgjørelse, da finder 
man Sandsynligheden (o, i, c) ved at integrere dette Differential imellem Grænserne 

O' og CO, 

I'- '• '' 



men da analogt 



io,i,,)-a.^A'-m(-')li'å 



og ved Addition af de analoge Udtiyk for (6, c, a) og (c, o, b) findes 



«. -(»,6) + (»,«) + (6, c) - 

_(»,S)+fea) + (6,o)-l, 
fordi /r{o) = /r, men efter enhver Dødelighedstavle /r(a>) = o. 

Men hvis vi ville være meget nøjeregnende, maa vi indrømme, at det ikke 
er saa aldeles sikkert, at enhver Fremtid vil kunne afgjøre Sagen. Vor Jord kunde 
jo f. Ex. støde sammen med en endnu uset Klode, og om end saa vore tre Personer 
døde derved, saa gik det dog ikke efter Dødelighedstavlerne. Men man behøver ikke at 
tænke paa nogen almindelig Ende for alle 'fing; hvilken speciel Interesse der end er 
knyttet til den søgte Sandsynlighed, saa er Fremtiden fuld af sandsynlige Katastrofer, 
som ere fuldstændig tilstrækkelige til at slaa Streg over Spøi^smaalet om .<^, fi og C's 
Dødsorden. Og vi kunne meget let gjare vore Formler uafhængige af sligt ved-at. multi- 
plicere vor fundne Sandsynlighed for S's Død i øjeblikket « til 2 -)- rfz efter Å, men før 
C med den af z afhængige Funktion f{z), som maatte udtrykke Sandsynligheden for, 
at Katastrofen endnu ikke er indtraadt om z Aar. Da denne Sandsynlighed i næste øjeblik 
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er f(!:) + fX2)dz = f(z)(i~-p(z)dz), idet p(z)Az betegner Sandsynligheden for Kata- 
strofens Indtræden imellem s og s + dz, findes f(z) = e~~'*'' '; under Antagelse af, at 
Katastrofen altid har samme Sandsynlighed = /), er altsaa <p(t) ^= e~f" , idet f)(o) == l. 
Betegnes de til denne Opfattelse svarende Overlevelsessandsynligheder med kantede 
Parentheser i Stedet for runde, haves 



\_a,b,c] 



.^^lf}.^}^.!f.~.d., [^cj^J^-^t 



W = Kt] + [*,«] + [.«]-V<y^^^P«- 






eller [z\ = L", b] + [6, c] + [r, «] - 1 + p' 

c) Sin betydeligste praktiske Anvendelse faar Sandsynlighedsregningen i saadanne 
Tilfælde, hvor selve Begivenhedens Udfald kan udtrykkes i Tal og hyppigst; naar den 
repræsenterer en Pengeværdi, altsaa ved Spil, Forsikring, Handel o. s. v. Ved mathe- 
matisk Haab forstaar man Produktet af Udfaldets Talværdi med dets Sandsynlighed, 
hvoraf følger, at ved Gjentagelse i det Uendelige vii de sukcessive Udfalds' Sum af mathe- 
matisk Haab nærme sig' til Identitet med. Summen af de gunstige Udfalds Talværdier. 
Et Spils eller en Spekulations direkte Fordelagtighed bedømmes ved Sammenligning mellem 
Indskuddets Beløb og det mathematiske Haab om at vinde. Er den første Værdi større 
end den anden, er Foretagendet utilraadeligt , med mindre dertil knytter sig en til- 
strækkelig Tilfredsstillelse eller Omstændigheder, som uden at kunne beregnes med ved 
Opgjørelsen af det mathematiske Haab ere af tilstrækkelig personlig Betydning for Spilleren 
eller Spekulanten. Ved Lotterier eller Hazardspil mod en Bank er som stadig Regel den 
enkelte Spillers mathematiske Haab altid betydelig mindre end hans Indskud; og den 
Spændingens Pirring, som driver saa mange til sligt Spil, maatte nærmest regnes for en 
Lidelse og yderligere Tab, hvis ikke Haabet om ved en sjælden og stor Vinding pludse- 
ligt at kunne opnaa Befrielse fra økonomisk Tryk og Forbedring af social Stilling havde 
en saa stor og skuffende Indflydelse. Ved Forsikringer er som ved Spil den enkelte 
Forsikredes mathematiske Haab altid mindre end hans Indskud, fordi en Del deraf maa 
anvendes til at betale Forsikringsinstitutionens Arbejde. Forskjellen opvejes her dog rigelig 
ved den. Tryghedstilstand, hvori Forsikringen sætter den Forsikrede, og den forøgede 
Arbejdsevne, denne derved erholder. Tryghedens Pengeværdi kan ikke beregnes, men at 
den for. de fleste Mennesker har en overmaade stor Betydning, ses af den stedse stigende 
Anvendelse af Forsikring, og kan nogenlunde maales derigjennem, at den ikke blot kan 
dække det allerede omtalte Tab til Institutionernes Arbejde (Driftstillæg), men yderligere 



y Google 



49 

under alle Former af Forsikring maa veje op mod en Forøgelse af Indskudene, 
Sikkerhedstillæg, som Institutionerne, der selv optræde som Spillere, af Sagens egen 
Natur ere tvungne til at kræve for ikke ved tilfældige Tab til Fordel for enkelte For- 
sikrede at ruineres til Skade for alle de øvrige Forsikrede, altsaa for at disses Tiyghed 
kan blive saa fuldkommen som mulig. 

I almindelig Handel bestemmes Forskjellen mellem den Pris, Producenten erholder 
og den, som Konsumenten endelig maa betale, ikke blot ved Omkostningerne til Varens 
Transport og Forhandling, men ogsaa i væsentlig Grad derved, at der af Hensyn til, at 
Varen inden dens Brug kan fordærves helt eller delvis eller blive usælgelig, ikke kan gives 
Producenten dens Brugsværdi, men i det højeste en Værdi, der beregnes som sammen- 
sat mathematisk Haab, ved den fulde og de nedsatte Salgspriser og deres Sandsynligheder. 

d) Som Exempel paa Anvendelsen af det mathematiske Haab kan Beregningen 
af en Livsforsikrings eller Uvrentes Indskudspris tjene. Efter Rentesregningens Regler 
vil en Udbetaling af Værdienheden paa Tidspunktet om z Aar være lig en øjeblikkelig 
Betaling af (i + *■)"', og Sandsynligheden for, at en nulevende Person i en Alder a netop 

skal dø i Øjeblikket meUem om j og om z + '^ Aar, vil være ^ de. Det mathe- 

matbke Haab for, at Livsforsikringen netop skal blive virksom i dette øjeblik er 
altsaa — 4- (i + r)-'dz og Livsforsikringens Nettopris vil være Integralet heraf fra 2 = 



la 



Livsforsikringens Nettopris ■- 



=j¥('+')-^- 



For en Livrente, der tænkes udbetalt kontinuerligt med en Enhed i Tidsenheden 
(Aaret), vil den diskonterede elementære Livrenteportion, der skal betales i Tidselementet 
fra om ^ til om z + dz Aar, have en Værdi af (i ■j-r)-'di:. Sandsynligheden for, at 
Livrentenyderen er i Live paa dette Tidspunkt, saa at Livrenten da skal forfalde til Ud- 
betaling, er -y-^, Elementet af det mathematiske Haab er altsaa -~^(i + r)-*£fe, og 
følgelig er 

Livrentens Nettoværdi ■«*■ \-^^t^(i + ry" dz. 



.-ff< 



e) Den vigtigste Maade til Bestemmelse af Sandsynlighed, den hvorpaa ogsaa al 
anden Bestemmelse tilsidst maa hvile, er dog Slutningen fra virkelig iagttagen Hyp- 
pighed til Sandsynligheden: Naar en Række af n =■ m-fi Gjentagelser i de m 
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Tilfælde har givet samme Udfald, Svaret „Ja", men „Ikke-Ja" i / Tilfælde, skal man be- 
stemme Sandsynligheden — ^ — for Udfaldet „Ja" , som den vil være ved Forsøg efter 

;> + ? 

samme Methode. Man kan umuligt afvise denne Opgave, og den bliver ideligt løst; men 
i ren mathematisk Forstand kan den ikke tøses uden i de (umulige) Tilfælde, hvor 
n -^ æ. Hvilken speciel Værdi man end vilde tillægge — ^— , blot o og i undtagne, kan 
man ikke benægte Muligheden af, at den kan være den rigtige Sandsynlighed. Ingen 
kan paatvinge sig selv eller andre nogen bestemt almengyldig Regel til fra m og / at 
slutte til — ^— . Antagelsen af Loven om de store Tal begrænser ikke Valgets Frihed 
yderligere, end at derefter — r— — Lim { — -— ,). 

' ^ ' p+q \m + t; 

At Løsningen beror paa frit Valg, kan ofte føles som meget ubehageligt; der kan 
jo være forbimdet stort Ansvar dermed ; og overhovedet er det \ist de fleste mathematisk 
dannede Mennesker meget ukjært at skulle angive Tal efter Villie og ikke efter Bevis. 
Det er da ikke underligt, at man, som vi nedenfor skulle omtale, har anstrengt Mathema- 
tiken udover sin Grænse for her at opstille en Methode med Bevis. 

Naar man vil bøje sig for Umuligheden og give Afkald paa et mathematisk 
Bevis, er det ikke vanskeligt at vælge en Methode, endog en saadan, som altid kan 
bruges. For Lim j — "777) ^ f"^" kunne skrive som en meget almindelig Rækkeud- 
vikling for Sandsynligheden 

p ^ m +a+p 
p+q m + 't+b + ^' 

hvor a og fi ere Konstanter og y og (5 Funktioner, som forsvinde for m -= co og / *• co, 
og sætter man her simpelthen y =• o og (S ■= o, kan man skafte sig et Udtryk, som 
for hvilketsomhelst Antal m og i giver et brugbart Udtryk for Sandsynligheden ved i 

_P_= "» + " 
p +g m + l + b 

at tage baade a og 6 positive og b større end a; men skal dette Udtryk erkjendes som 
alment brugeligt, maa det dog endnu stemme med det tilsvarende Udtryk for det mod- 
satte Udfalds Sandsynlighed 

p + q m+ l + b' 
altsaa maa b tages = 2a. Saaledes vil, naar a>o 

p + q "° m + l+2a ^^^^ 

høre til de Regneregler, som der kan være Tale om at bruge. For a kan man vælge et 
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hvilketsomhelst positivt Tal; ingen vil Icunne overbevise mig om, at Valget har været 
utilladeligt; men Spørgsmaalet er blot, om jeg kan føle mig personlig tilfreds ved mit 
Valg, og det kommer an paa, hvorledes jeg stiller mig til Konsekvenserne af et saadant Valg. 
Tager man et meget stort Tal for a, saa vil deraf følge, at Sandsynligheden bliver 
mesten = j, naar der da ikke i Bestemmelsen af Hyppigheden ogsaa foreligger store 
Antal Gjentagelser. Den, som ofte har set sig skuffet ved at vente, at relative Hyppig- 
hedsbestemmelser hurtigt skulle konvergere til en definitiv Sandsynlighed, vil maaske 
føle sig fristet til derefter at vælge en stor Værdi for sit a; men faa ere saa skeptiske, 
at de i Længden og for Alvor kunne bære Konsekvensen herat og forkaste alle Hyppig- 
hedsbestemmelser , som ikke støtte sig paa Masser af Gjentagelser, f. Ex. i Tusindevis: 
og det er jo klart, at det er det samme, som man gjar ved at tvinge alle Sandsynlig- 
heder hen imod det y, som angiver, at man ligesaa hyppigt kan vente det ene Udfald 
som det modsatte. I Sagens litterære Historie svinger Valget kun imellem Grænserne a = i 
og den absolut laveste Grænse a = o. Forskjellen mellem disse er kun lille og den 
Indvending, som man kan rejse imod ethvert andet Valg end a = o, at Sandsynligheder 

mindre end — ; eller større end — — — - ikke blot vanskelig men slet ikke kunne frem- 

n + 2a n + 2a 

komme som ResiJtat af n Gjentagelser, har selv for a — i ikke større Vægt, end at 

man kan forsvare sig med en Henvisning til, at denne Ulempe er en uundgaaelig Følge 

af den valgte Tilnærmelsesformel for Sandsynligheden. 

Men for at vælge imellem Antagelserne a = o og a =1 i og hvad der ligger 
herimellem, maa man gjøre sig Rede for, i hvilket Lys den antagne Sandsynlighed 
— : v - rV ^ stiller det Faktum, at der er iagttaget m Gange ,Ja" mod I 
Gange „Ikke-Ja". Den antagne Sandsynlighed medfører Gyldigheden af en Fejllov 
for det sammensatte Udfald af de m + i = n Gjentagelser, hvorefter alle de tænkelige 
Hyppigheder og deriblandt den faktiske, ■ vilde forekomme hyppigere eller sjældnere ved 
uendelig mange nye Bestemmelser og kunne sammenlignes med Hensyn til deres Hyppig- 
hed, og det, der skal lede vort Valg af Sandsynligheden og af a's Værdi, maa være 
Ejendommeligheder ved den Stilling til denne Fejllov, som udmærke netop den iagttagne 
Hyppighed fremfor de, der kunde være — men ikke ere blevne iagtt^ne. 

Vi have ovenfor i IVe og Vd behandlet et Problem om Hyppigheder med regel- 
mæssig Fordeling efter Binomialformlens Led. Dette Problems Hovedbetydning er 
den, at det kan anvendes paa det nu foreliggende Spørgsmaal, Naar nemlig Sandsynlig- 
heden for „Ja" i et enkelt Forsøg er % , for „Ikke- Ja" altsaa — f - , vil efter Sand- 
p + q P + 9 

synlighedsregningens Hovedsætninger Sandsynligheden for, at der i n = m -\- I indbyrdes 
uafhængige Gjent^elser af samme Forsøg skal fremkomme m Gange Ja og I Gange 
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Ikke- Ja i bestemt Orden, være t— j^ \m-\-i ' ^** ^* Sandsynligheden for samme Fordeling 
af Udfaldene i ligegyldig Orden vil være 

Her have vi altsaa et Udtryk for den Fejllov, som styrer Sandsynlighedernes forskjellige 
Udfald i n = m + / Gjentagelser med forudsat konstant Sandsynlighed \_ i det enkelte 
Forsøg. Af det tidligere herom udviklede se vi, at samme Fejllov udtrykkes ved Halv- 
invarianter for Hyppighederne: 

/-. -,-ti('" + '>' ". =(7T^. (» + ')• .. =f3'("' + ... (.8) 

En Undersøgelse af Fejlkurven, hvortil det maa anbefales Læseren at skaffe sig 
nogle selvregnede og tegnede Exempler, vil vise, at denne, som strengt taget er be- 
grænset til de Punkter, der svare til hele Værdier af m og i, følger Abscisseaxen (m) for 
alle Værdier, hvor enten m eller / = n — m er negativ og i Mellemrummet fjerner 
sig fra denne i en simpel Bue, som i Almindelighed ikke er ganske symmetrisk, og 
aldrig har mere end ét Maximimi for Ordinaten f(- — -t—j)- Dette fremgaar ogsaa 
ligefrem af, at 

for at to paa hinanden følgende relative Hyppigheder skulle være lige sandsynlige maa 



..P - 



, altsaa maa i saa Fald 



"+1 9 

m+l 



m+l+1 p+q 
Saalaenge m er mindre, maa Sandsynligheden voxe med m, men aftage for større m, 
følgelig maa Fejllovens eneste Maximum for positive m og / svare til et m, for hvilket 

^M-T+T ^ p+q ^ m + l+T ' 
en bestemtere Værdi for Fejlkurvens Maximum kan kun angives under en noget vilkaarlig 
Forudsætning om Kurvens Gang imellem de isolerede Punkter, som umiddelbart ere givne, 
svarende til hele m og /. 

Til yderligere Oplysning medfølger en Figur, konstrueret for Tilfældet m -\- 1^ lu og 
under den Forudsætning, at den kontinuerlige Fejlkurve kan bestemmes ved almindelig 
Interpolation efter Newtons Formel eller dertil svarende Theorier. Den viser en Række 
af 20 Kurver for de Tilfælde, under hvilke Udfaldssandsynlighedeme yil — -r~,\ havede 



y Google 



konstante Værdier ^5,^5, ■ - - 1. Man finder deraf f. Ex. Sandsynligheden ^ for i Ja i 10 
Forsøg, hvert med Sandsynligheden 0-275. De 1 1 grovere lodrette parallele Linier svare til 
konstante Værdier af de iagttagne relative Hyppigheder m mod /, medens de 41 finere parallele 
vandrette Linier repræsentere den forudsatte Sandsynlighed for det enkelte „Ja". Som man 
ser, samle alle Kurverne sig i fire Punkter, to ved hver sin Ende af Figurens ene Diago- 
nal ( — -.— = o med m = o og wi ^ — 1, og — r — = imedZ = oog/^ — 1 1. Kun 

\p + ? p + q I 

de fire yderste af Kurverne, som svare til de laveste Sandsynligheder ^, ~, ^ og j løbe 
langs Diagonalen fra den ene til den anden Ende, de øvrige 16 Kurver dele sig i to 
Grene ved Enderne. Den sidste. Vishedskurven, falder selvfølgelig helt udenfor de yderste 
Grænselinier (m ^ o, i ■= 10 og m ^ 10, i = o) for den Del af Figuren, som virkelig 
har Betydning for vor Opgave. Figuren, der svarer til n = 10 er valgt, fordi den paa 
den ene Side tydelig nok fremhæver den Symmetri efter Diagonalen, som i en med n 
voxende Grad bliver Kurvernes mest iøjnefaldende Egenskab; medens n = 10 derhos 
endnu er lille nok til at røbe en ejendommelig Skjævhed, der bryder hin Symmetri. 

For vort Formaal bør man opfatte Figurens Kurver som Højdekurver paa et Land- 
kort, og tænke det hele Relief skaaret efter de vandrette ParallelUnier for forudsat, konstante 
Sandsynlighed, disse Snits Profiler ville da fremstille Fejlkurverne for Hyppighedernes 
Sandsynlighed. Foruden Kurverne og de to Systemer af parallele rette Linier vil man 
paa Figuren endnu bemærke 3 fine Skraalinier gjennem Figurens Midtpunkt, de svare til 
Ligningen 

_ '» + '* = _V__ 

for Værdierne o, 4 og 1 for a. (Abscisse = m. Ordinat =^ _^ \ Den midterste 

\ P + ql 

af disse rette Linier (a = \) skjærer Figurens Højdekurver idetmindste saa nær ved Fejl- 
kurvernes Maximalpunkter, at Tegninger som den foreliggende ikke kunne vise nogen 
reel Afvigelse. Dette stemmer med den ovenstaaende Angivelse af dette Maximums 
Grænser, idet 

"■ _ ^ >" + i_ ^ _•»_+ i _ 
m-(-r-fI ^m-l-i + l ^m + i+l- 
og i Betragtning af den ubestemte Definition af de kontinuerte Fejlkurver ved Punkter 
med endelige At)sdssedifFerenser kan man fuldt vel betegne den rette Linie for a ^ 1 
som det geometriske Sted for Fejlkurvernes Maxima. Paa Grundlag heraf konstateres det 
let ved Maaling paa Figuren, at disse Fejlkurver for konstante antagne Sandsynligheder 
ikke ere symmetriske undtagen for Sandsynligheden J. Fejlkurverne falde stejlest af imod 
den nærmeste af de to Grænselinier /n = o, f = nogffl=n, i=^o. Og dette 
stemmer med Fortegnet for n^ i (18). 
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Ligningen (18) for fx^ viser, at Middeltallet for relativ Hyppighed er lig med den 
forudsatte Sandsynlighed, svarende til Bestemmelsen a ^ o. 

Saaledes anbefale Værdierne o og i for a sig ved at lede Valget af den om- 
spurgte Sandsynlighed hen paa de særligt interessante Værdier, efter hvilke den iagttagne 
Hyppighed skulde være i første Tilfælde {(i-=o), Fejlkurvens Middelværdi eller Tyngde- 
punkt, i andet (a = \) dens Maximalværdi. Valget a = 1 anbefales ikke ved nogen 
saa simpel og iøjnefaldende Egenskab, men uagtet dette Valg ikke fører til den Sandsynlig- 
hed, efter hvilken det iagttagne Udfald er det alier sandsynligste eller, som vor Figur viser, 
blot er mere sandsynligt end det, der svarer til a ^ o, fører det dog saa vel som dette 
altid til Sandsynligheder, ifølge hvilke det iagttagne Udfald har været forholdsvis meget 
sandsynligt. 

Antagelsen a = 1, der under Navnet Bayes' Regel har spillet en vigtig Rolle og 
ialtfald har historisk Betydning, har næppe nogen mere fremtrædende Egenskab overfor 
disse Fejlkurver og deres Fremstilling i Figurer som vor for »»+ / ^ 10, end en, der 
knytter sig til Relieffigurens Skjæring efter de rette Linier for de iagttagne Hyppigheder. 
Saadanne Snit, lodrette paa de før omtalte, ville ogsaa fremstille Linier med de skjæve 
Fejlkurvers Karaktermærker, og medens Maximalhøjdeme i disse Snit nu svare til o = o, 
ville Snittenes Tyngdepunkter eller Middel - Sandsynlighederne bestemmes ved Skjærings- 
punkteme for a = l. Betegner x disse Snitkurvers Abscisser og 1/ = tÆ"(l — «)' Ordi- 
naterne, ville Maximalabscissen «„ og Middelabscissen «, bestemmes ved 



&~ 


t»-'(l-.)' 
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|(|m+I 
\m+l+2- \ 


l'l' 
m + i 


-f r 


m + i + 2 



For at sætte disse Egenskaber i Forbindelse med Spørgsmaalet om Sandsynlighedens 
Bestemmelse ved relativ Hj^pighed, maa man da helt opgive at tænke sig denne Sand- 
synlighed som et bestemt ubekjendt Tal ; men man kan jo ogsaa tænke sig den ubekjendte 
Sandsynlighed som sammensat. Man kunde forestille sig Gjentagelserne ordnede efter 
en ubekjendt uvæsentlig Omstændighed, saaledes at de enkelte Sandsynligheder »oi---"! 
bleve Funktioner af denne uvæsentiige Omstændighed, medens man atter maatte forestille 
sig dennes forskjellige Værdier forekommende med varierende Sandsynligheder, «„ . . . u,, 
saa at den resulterende samlede Sandsynlighed blev 

"l'+--± '^, hvor .. _ /W. 



y Google 



55 

Det er indlysende, at en saadan almindelig Betragtning ikke kan hjælpe os til en Bestem- 
melse af Sandsynligheden ved den iagttagne Hyppighed ; det er selvfølgelig idetmindste 
ikke lettere at bestemme de mange ubekjendte partielle Sandsynligheder end den enkelte 
totale. Men Betragtningen kunde jo have sin Værdi, hvis man kunde udsige noget almen- 
gyldigt om Afhængigheden mellem u og w. 

En lignende Betragtning ligger til Grund for den tidligere antagne Lære om 
„aposterioriske Sandsynligheder". Naar der foreligger en eneste iagttagen relativ Hyppig- 
hed, og man er tvivlraadig om, til hvilken af alle de uendelig mange Sandsynligheder imellem 
o og 1, som alle ere mulige, man derfra skal slutte sig, saa dukker af sig selv den Tanke 
frem, at om end alle Sandsynlighederne ere mulige, saa ere de aabenbart ikke alle lige 
rimelige som hypothetiske Aarsager til den iagttagne Hyppighed, Rimeligheden maa for 
hver kunne udtrykkes ved et Tal, og der ses ikke at være nogen aabenbar Urigtighed i 
at maale Rimeligheden med Sandsynligheden ^( — rr/llor den iagttagne Hyppighed som 
Følge af, at — ^— antages at være den ubekjendte Værdi for Sandsynligheden. At man 
har kaldt disse Maal paa Hypothesernes Rimelighed for „Sandsynlighed for den enkelte 
Hypotheses Rigtighed", vilde ikke kunde have gjort Skade, dersom man ikke yderligere 
havde tilladt sig at regne med slige „Sandsynligheder" efter alle Regler for den direkte 
Sandsynlighedsregning uagtet Sandsynlighedens Definition ikke passer paa dem. 1 Tidsskr. 
for Math. for 1879 har Hr. Direktør Bing imidlertid bevist, at en saadan Udvidelse af 
Begrebet Sandsynlighed fører til Selvmodsigelse, naar den anvendes uden indskrænkende 
Betingelser. 

Jeg tror dog ikke derfor, at man ubetinget kan forkaste hele Methoden, navnlig 
naar den indskrænkes til Tilfælde, hvor Iagttagelsen er et Enten— Eller. Og gaar man 
ud fra, at Rimelighederne for de enkelte hypothetiske Sandsynligheder i dette Tilfælde 
kunne behandles som Sandsynligheder eller efter Reglerne for mathematisk Haab og be- 
regnes som proportionale med den iagttagne Hyppigheds Sandsynlighed ifølge hver 
Hypothese, da bør den søgte Sandsynlighed bestemmes efter Bayes' Regel, thi da er 

«o«o + ■ ■ . + »1 wi J« m-fi 



"o +■■■+«. Vi^:ryj^ds "» + ^+2 

Men i selve denne Bestemmelse er det da ogsaa aabenbart, at Resultatet ikke er 
nogen mathematisk Nødvendighed, men tvertimod ligesaa vilkaarligt som et direkte Valg 
af selve Sandsynligheden eller af Konstanten a i den almindelige Formel. Man kunde 
muligvis maale Rimelighederne paa anden og bedre Maade, og navnlig ses det ikke, hvor- 
for man skal beregne disse Rimeligheder, (i — jr)'«", med de iagttagne Hyppigheder, som 
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jo kun svare til et endeligt Antal Gjentagelser, og ikke med selve de søgte Sandsynlig- 
heder for og imod. 

Nok herom! I mine Tanker er det Hovedsagen, at alle de i — t-^ = — r-r-, 

p+g m+l+2a 

for a imellem o og i liggende Regneregler kunne bruges som Tilnærmelsesværdier, medens 
ingen af dem kan ventes at give nogen mathematisk sikker Værdi for den sagte Sand- 
synlighed. Hvilken Værdi man end vælger, maa man ikke tænke sig den som noget 
exakt Tal, men kun som Hovedværdien i en Fejllov for Sandsynligheden. Enhver saadan 
Bestemmelse trænger til at suppleres med en Angivelse af samme Fejliovs yderligere 
Enkeltheder angaaende de rimelige Grænser for Resultatet. Denne Angivelse faas bedst 
i Form af Halvinvariantemes Række og maa i den almindelige Form se saaledes ud : 



Pt ' 



P + 9 



^m-a<- + 0' 



o. s. V. 
Det ses nu let, at Middelafvigelsen Vftl næsten altid vil være større end Differensen mellem 
de med to forskjellige Værdier a og c (imellem o og l) beregnede Sandsynligheder. 



V/(^7+^(J + a)(m + 



>(;ir?-^Vc-^fe)("' + ') 



kræver nemlig kun, at 

(/ + fl)(m + a)(m + / + 2c)« >(c-a)*(;-m)«(-n + t) . 
Her er det aabenbart, at saalænge hverken m eller I ere = o, men begge positive hele Tal, 
maa denne Ulighed gjælde, det er kun i det yderlige Tilfælde, hvor alle Gjentagelseme 
have givet samme Udfald, at Afvigelserne kunne naa op til eller overgaa Middelafvigelsen 
og altsaa maa betegnes som store; altsaa kun naar man, hvis Gjentagelsemes Antal 
havde været uendeligt, skulde have haft Vished for dette Udfald, medens man selvfølgelig 
ved endelige Antal aldrig kan faa streng Berettigelse til at slutte til Vished. Sætte vi da 
m = o, i ■" n bliver Uligheden 

ain + a)(n + 2cy>n\c-a)\ 

endnu strengere er Fordringen 

a>(l-a)S 

3 _ l/r 

men denne fyldestgjares kun for a > — - — eller omtrent a > |. Baade Antagelsen a = i 
og a ^ j ere altsaa heit sikre i denne Henseende ; kim a = o er blandt de tre omtalte Valg 
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udsat for den Indvending, at man i de yderlige Tilfælde, hvor alle Gjentagelser have 
givet samme Resultat, derefter vilde kunne slutte, at „Ja"et skulde være sikkert eller 
umuligt. Men selv derfor ter man ikke forkaste Valget a = o, thi vel giver dette Middel- 
afvigelsen = o, naar enten tn eller / er = o, men samtidig vise de højere Halvinvarianters 
Form, at ,", — 

-fe- _ », 

saa at Fejlloven da ikke blot er usymmetrisk, men usymmetrisk i uendelig høj Grad, 
hvorfor man alligevel ikke vilde turde slutte til Vished. 

For dog at afskjære Faren for enhver Slutning til Vished, kan det anbefales i 
isolerede Tilfælde at benytte et af de andre Valg, og navnlig er 



fuldkommen tilstrækkeligt. Man kan dog ogsaa meget vel anvende Bayes' Regel, men 
det ene som det andet kun i isolerede Tilfælde, hvor der slet ikke haves andet Materiale 
til Bestemmelse af den sagte Sandsynlighed, og hvor denne skal benyttes til en umiddel- 
bar Vurdering men ikke gjerne til videre Beregning, og i alt Fald ikke, hvor den fundne 
Sandsynlighed sammen med andre beslægtede skal indgaa i Udjevningsregninger efter 
mindste Kvadraters Methode. 

Som foreløbigt Resultat til videre Beregning bør man foretrække Valget a = o, altsaa 

det bør man for Konsekvensens Skyld særligt gjøre i Udjevninger efter mindste Kvadra- 
ters Methode, hvor overhovedet lagttagelsesresultaterne forudsættes at være Middeltal. 
Men da man netop i saadanne Regninger tillige anvender Middefafvigelseme og forud- 
sætter, at Fejlloven er exponentiel og symmetrisk, maa man være forsigtig overfor Til- 
fælde, hvor tn ^= o eller / = o, og enten udelade saadanne Iagttagelser af Udjevningen 
eller bedre sukcessivt beregne Middelafvigelseme med de af den videre Udjevningsregning 
efterhaanden fremgaaende Værdier for — v — ■ 

Det tør herefter paa ingen Maade overses, at empiriske Bestemmelser af Sand- 
synlighed sjælden kunne opnaa nogen stor Nøjagtighed. Det fremgaar af, at Middel- 
afvigelsen for de relative Hyppigheder efter en hvilkensomhelst antagen konstant Sand- 
synlighed for det enkelte Forsøgs Udfald er omvendt proportional med Kvadratroden 
af Gjentagelsemes Antal. 



p<i ■ 

' (.p + qf'o + f 



'\m + l, 
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De allerferste Gjentagelser bringe Middelafvigelsen forholdsvis rask ned; men 
derefter gaar det langsommere og langsommere; medens man med en 20 til 50 Gjen- 
tagelser kan vente at finde første Ciffer rigtigt for de relative Hyppigheder og dermed for 
Sandsynligheden, kræves der 2000 å 5000 Gjentagelser for det andet Ciffer og | til ^ 
Million for det tredie. 

Mindst bør man glemme dette, naar det gjælder kritisk at prøve en Gjentagelses- 
række for at bevbe, at Loven om de store Tal ikke skulde gjælde for den, heller ikke, 
naar man prøver en hypothetisk Sandsynlighed ved Forsøg. Fordi en Tæming i 100 
Kast har givet 22 Gange „Sex', en anden maaske kun 12 Gange, medens 165 er det 
normale, er der endnu kun yderlig ringe Grund til at mistænke dem for at være falske. 
Middelafvigelsen er nemlig l/Li. lOO = 37 og 20^4 og 13'0 ere altsaa først Grænserne 
mellem de smaa og de store Afvigelser, og temmelig store Fejl ere ikke sjældne. 

Heraf ses ogsaa Grunden til , at Sandsynlighedsregningens Sætninger om , hvor- 
ledes den ene Sandsynlighed kan udledes af den anden og til Nød a priori, have en saa 
stor Betydning, som alle ere enige i at tillægge dem. Naar det er saa langvarigt, vanske- 
ligt og kostbart gjennem store Antal af Gjentagelser at faa nøjagtige empiriske Bestem- 
melser af Sandsynlighederne, maa man omgaas økonomisk med dem, man har kunnet 
skaffe sig, og ikke forsømme at benytte dem til Bestemmelse af alle de andre Sandsyn- 
ligheder, som kunne gjeres afhængige af dem. Ja selv Analogislutninger og temmelig 
usikre Hypotheser ere her ingenlunde altid at foragte. 

I statistiske Bestemmelser af Hyppighed og Sandsynlighed, hvor man som Regei sætter 

0^0, altsaa t. ^ _ finder man herefter som Kvadratet af Middelafvigelse paa Antallet 

m f ? " ml 

^,(m) ~ — -|-j, paa Sandsynligheden , — xTia ■ ^'-"' *l>solute statistiske Tællinger ud 

af ubegrænsede mulige Antal m + / = oo finder man altsaa p, (m) = m. 



' Vn. Methodens FejUov ved sjrmmetriske Funktioner. 

Sandsynlighedsregningen er nødvendig for Methode-Fejllove i Tilfælde, hvor selve 
Forsøgsresultaterne ikke kunne udtrykkes i Tal; den er fordelagtig ogsaa overfor Talresultater, 
naar Talen ligefrem er om et Enten — Eller; men kan, da alle andre Tilfælde kunne re- 
duceres til Sandsynlighedsbestemmelse, om end med Vanskelighed anvendes ogsaa for de 
kontinuerte Slags Iagttagelser i Læren om Maalingsresultater. Imidlertid have vi allerede 
set vor Fordel ved at anvende Halvinvarianternes Methode paa Sandsynlighedernes egne 
Fejllove, og dette Middels Godhed vii ogsaa bekræfte sig, naar Talen nii bliver om at 
bestemme Methode-Fejfloven for en faktisk Fejllov, der er udtrykt ved Halvinvarianter.- 
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Medens Hovedopgaven maa være at bestemme Methodens Fejllov ud fra den 
faktiske Fejilov, ville vi dog begynde med at forudsætte Methodens Fejllov given ved 
Halvinvarianter, J,, >!„ i^ . . ., hvorved vi i Henhold til Loven om de store Antal forstaa 
Halvinvariantemes bestemte Grænseværdier for uendelig mange Iagttagelser: 

År = Um„(fir). 

For Methodens Fejllov ombytte vi tillige Navnet Middelafvigelse med Middelfejl, Å, 
kaldes Middelfejlens, /i. Middelafvigelsens Kvadrat. 

En apriorisk Bestemmelse af Methodens Fejllov vil altid bero jaa, at man tænker 
sig hver Iagttagelse som Funktion af flere simplere Iagttagelser, hvis Fejllove man kjender, 
eller forudsætter at kjende. Hvad den herved forudsatte Funktions Form angaar, er 
denne jo ligefrem given i alle de Tilfælde, hvor Resultatet, der betragtes som Iagttagelse, 
i Virkeligheden er fremgaaet ved Beregning paa Grundlag af iagttagne Værdier for de 
' uafhængige Variable. Men ligesom det i saa Fald ikke gjør nogen Forskjel, om man 
opbevarer eller bortkaster sine Regninger, saa kan man ogsaa, naar Iagttagelsen uden 
Regning er fremgaaet ved sammensatte Operationer, tænke sig hver enkelt af disse repræ- 
senteret ved et Tal og for saa vidt man blot kjender Fejlloven for disse, uden at de speci- 
elle Værdier ere komne til Iagttagernes Bevidsthed, beregne den sammensatte Iagttagelses 
Fejllov efter den Funktions theoretiske Beskaffenhed, som vilde have været at anvende 
til med disse specielle Værdier at beregne Iagttagelsens Værdi. Men selvfølgelig vil der 
paa denne Maade som oftest kun kunne vindes en delvis Bestemmelse af Fejlloven med 
ubekjendte Værdier for nogle af de indgaaende Tal. 

Hvad vi tidligere have lært om faktiske Fejllove for Funktioner, har uforandret 
Gyldighed ogsaa om Methodens Fejllov, vi have jo ikke ved faktiske Fejllove udelukket 
det Tilfælde, at Gjentagelsemes Antal kunde være uendeligt. Men i Kraft af Loven om 
de store Antal falder den Begrænsning bort, som maatte fastholdes overfor de faktiske 
Fejllove: at Funktionsværdierne udtrykkelig skulde tænkes frembragte ved fri Kombination 
indbyrdes af alle Værdierne for hver af de uafhængige Variable. Naar Fejlloven frem- 
bragt ved uendelig mange Gjentagelser er én bestemt, bliver det ligegyldigt, ved hvilke 
Kombinationer det uendelige Antal frembringes, Methodens Fejllov maa være en og den 
samme baade ved bunden og fri Kombination af Værdierne for de forskjellige uafhængige 
Variable, naar. blot ikke de bundne Kombinationer forhindre os i at anse Funktionens 
Værdibestemmelser som indbyrdes uafhæn^ge Gjentagelser, og naar navnlig ikke den 
ene Variables resulterende Værdi optræder som væsentlig Omstændighed ved de Værdier 
af de andre Vari^le, hvormed den kombineres. 
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Fot Methodens Fejllov som for de faktiske Fejllove gjælder Hovedsætningen an- 
gaaende de lineære Funktioner, at naar 

li := ao -\-bo' -\- . . . -\- do'", 

er >),(«) = fl-;^ + 6-;; + . . . + d->);". (31) 

For ikke lineære Funktioner maa man ogsaa her benytte Fejllovens Udtryk ved Potens- 
summerne, i Foriiindelse med gjentagen Summation for hver uafhængig Variabel, og dette 
under Forudsætning af disses fri Kombination. 

Det vigtigste Exempel paa saadan Bestemmelse af Funktioners MethodefejUove er 
Bestemmelsen af Fejlloven for de enkelte Halvinvarianter i en faktisk Fejllov ved et ende- 
ligt Antal, m, Gjehtagelser ; tiii kun Løsningen af denne Opgave, ■ idet Iagttagelsernes 
methodiske Fejllov anses for given, kan vise os, hvorvidt de faktiske Fejllove i Halvinvari- 
antemes Form ere at anse som afhængige af Gjentagelsernes Antal, og hvilken Skikkelse 
denne Afhængighed vil have. 

a) Saaledes viser det sig først og fremmest, at Middeltallet /i, har sin Værdi ■ 
uafhængig af Gjentagelsernes Antal, og at det er desto nøjagtigere be- 
stemt, jo større dette Antal er. Thi Middeltallet er en lineær Funktion 

og Methodefejlloven for Oi, Oj, ... t)„ er en og den samme, altsaa er 

;,{/.,) = ^, . I . 

Fremdeles er ''((pi) = — -li, [ /.Q^ 

og almindelig ^Ån^) = m( — >1,| =. m'-'"Jr. 

Et Middeltals Middelfejl, l'^,(^|), er altsaa altid mindre end Middelfejlen paa den 
enkelte Iagttagelse l/>i,, og forholder sig til denne omvendt som Kvadratroden al 
Gjentagelsernes Antal. Ogsaa de højere Halvinvarianter ere mindre for Middeltallet end 
for den enkelte Iagttagelse og det baade absolut og i Forhold til Middelfejlene, idet 



For store m vil Middeltallets Fejllov nærme sig til den exponentielle Form, selv om den 
enkelte Iagttagelses afviger meget derfra, 
b) Da Middelafvigelsens Kvadrat 

ikke er en lineær Funktion af o, ... o«,, maa Bestemmelsen af dens MethodefejUov År(ftt) 



y Google 



ske ad den besværligere Omvej gjennem Potenssummeme ; og det foreløbig saaledes, at 
i Udtrykket for fi', de uafhængige Variable o,, o, . . . o„ skilles ud fra hinanden, saaledes 
at de eller Potenser af dem komme til at staa som Faktorer i hver enkelt Addend, hertil 
tjene nogle som Tillæg medfølgende Tabeller. Saaledes er f. Ex. 
/*, = m-*((m — l}2"o»— 2'oo), 

(i\ == m-*((m— l)*i'o*— 4(m — lj.^o»o-|- (m*-2m + 3)2'(»*o*— 2(m— 3)i'o=oo + 2oooo). 
De saaledes ordnede Udtryk for fx\ kunne summeres ved m-dobbelt uendelig 
Summation, o^ over alle de Gjentagelsesværdier for 0[, o^, ... o«, som indgaa i Methode- 
fejllovene, og da disse FejUove her ere indbyrdes identiske, og kunne udtrykkes ved det 
enkelte o's uendelige Potenssummer- 

5(00 = '^-, 
hvis Forhold til det uendelige Antal »o kjendes som Funktioner (se Ligningerne 16) af 
de givne Halvinvarianter /I,, X^, ..., vil 

11«" o* o'. . . 

hvor *• er Antallet af de indbyrdes forskjelUge o'er, som findes repræsenterede i Produktet 
o^o^'o". . . Thi Summationernes Orden er ligegyldig, og ombyttes S£ med 2S, vi! i den 

sidste 2- Sum alle Addender være identiske, deres Antal = .' — ■, og i hver Addend 
kan den m-dobbelte S-Summation foretages først for o,, saa for o, o. s. v. 

Saaledes findes 
S(ti,) = m-'m{m-l)(a,a^-'-ff',a^-*)="^Å,af, 



-K]'^t 



og da S{fil) — a^, findes 



i.(^,) _ (==!l^. + .a«?-!)-^.;. + 4("L=i^'»z:5,; + 8^-i 



(41) 



Man ser heraf, at Middelværdien af Middelafvigelsens Kvadrat ikke er helt uaf- 
hængig af m og saaledes ikke identisk med .1, undtagen for meget store Antal m. 
Middelfejlens Kvadrat paa /j, afhænger ikke blot af >l, og m men tillige af ,},, men ikke 
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af ig. Naar >i, er negativ altsaa ved flade eller i Midten nedtrykte Fejlkurver, kan 
Xtifi^y blive lille, ogsaa for smaa Værdier af m, og hurtig nærme sig til o, negativ kan 
den dog selvfølgelig ikke blive. Ligningen for Grænsetilfældet 

x^if,^) = ^^iT;, -|-2^^>i; = o 

vil afset fra m = i eller m = oo kræve, at 

^,'s størst mulige negative Værdi vil da være — 2Å\, mere negative Værdier vilde i alt 
Fald for nogle Værdier af m gjøre >i,{;i,) negativ. I dette yderste Grænsetilfælde, som 
forekommer ved „Plat og Krone" Spillet (kun to mulige Udfald og begge lige sandsyn- 
lige), vil 

;,(^.) = 2'"^;:, 

saa at her selve Middelfejlen og ikke dens Kvadrat tilnærmelsesvis er omvendt propor- 
tional med Gjentagelsemes Antal. • 

Men medens man i dette og meget lignende Tilfælde vil finde særlig nøjagtige 
Værdier for Middelafvigelsen ogsaa med smaa Antal, gaar det ellers og i Reglen langsomt 
med at tilvejebringe nogen synderlig Nøjagtighed i Middelafvigelsens Kvadrat. 

c) Paa lignende Maade som for (i^ beregnes Fejllovene for /tg, /i, etc. blot med 
større Besvær, saaledes er 

^(^.) --^''>-'>'^. + 9<-=i^-?=-=-'-'a,-i. + « + 6<'»^=-'-'^;. I U« 

Ligeledes 
,,(,,) _('"_=0(!:^Tl5=±i'),._6(?-» i;, j(43) 

■1.0'.) -^ii (»■-!)'C'»'-6m + 6)'i, + Sm(».-l)(m'^r« + 6)(2./.'-15m+15").i,^ + 
4- l8OT(m-l)(m«-6m + 6)(m*-6o( + 8)/g>i5 + 2/n(m-l)(17m*-204m« + 
+ 852>»'-1404m + 828) X] + 24»''('»-l)(3'»'-38m'+ 150m-138).l, i\ + 

Og 

iiM - ^ij^"—hm'~l2m+l2)i,-(umi,i,), (44) 

-*! (/'•) — ■^^r'"{ (»»*— aom'+isom*— 240m+120)^a— 6o{m»— 6m*)Ai— 1. . 
— 30(7m'— 36m' + 36m)^,;l,— 6o(3.ii>-14m"+l6m)^|}. ) 
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Naar man nu efter en Methode, for hvilken man mener at kjende Fejlloven d,, 
d, . . . , har anstillet en Række af m virkelige Gjentagelser , og Spørgsmaalet da stilles, 
om disse Erfaringer bekræfte eller nægte Hypothesens Rigtighed, om man kan vedblive at 
mene, at Methodens FejHov er den antagne, da bør man sammenligne de enkelte Led i 
den faktiske Fejllov, hvert med sin Methodefejllov , og særlig være opmærksom paa, om 

det iagttagne 

jM, falder indenfor Grænserne ^i(/<i)± Vit-tifii,), 
/*. . - n iAF,)±VlM, 

/i* . - . ^,iM*)±VÅ,o.,). 

Falder noget ftr langt udenfor disse dets Grænseværdier, uden at Hensynet til Åaifir) og 
de højere Halvinvarianter forklarer saadan Afvigelse som tilstedelig, da maa Hypothesen 
forkastes. Derimod kan og vil man uimodsagt kunne fastholde Antagelsen, at Å,, X^ ... 
er Methodens rette Fejllov, naar alle Ligningerne 

ere tilfredsstillede indenfor Middelfejlsgrænserne, bedst naturligvis, naar Overensstemmelsen 
er fuldkommen. 

d) Naar Hovedtilfældet indtræder , at Methodens F ej Hov er fuldstændig 
ubekjendt, og skal søges bestemt efter hvad de m Gjentagelser have givet som 
den faktiske Fejllov, da kan man vel ingenlunde løse denne Opgave exakt; men foreløbig 
(til flere Gjentagelser foreligge) sikrer man sig den bedste Overensstemmelse ved at be- 
stemme Xi, Xt ■■■ saaledes, at de fyldestgjere Ligningerne p, = i,(/(r), som udtrykke, 
at enhver af de ved samtlige foreliggende Gjentagelser bestemte Halvinvarianter i Mangel 
af bedre maa tages i Stedet for sit eget Ideal, altsaa 



(-«-l)(m~ 



-Cm + 6) 



/ 6 ,\ 



60 



(46) 



Men Antagelsen af denne Bestemmelse af Methodens Fejllov er i sig selv en 
Hypothese, og som saadan maa dens Nøjagtighed bedømmes efter de ovenfor givne Regler, 
altsaa fornemmelig efter de Værdier for VX, (//r), som beregnes med disse Værdier af Xr; 



y Google 



heraf findes nu 



. 64 

saa langt til begge Sider for jzt, som disse Middelfejl angive, kunde man ogsaa ret vel 
have ansat Værdierne for ir, uden at Afvigelserne i det Hele eller i det Enkelte kunde 
betegnes som stridende imod den gjorte Erfaring. For nogenlunde store m ere, som man 
ser, Forskjellighedeme mellem ftr og ir meget ubetydelige og derfor kunne uden Betænke- 
lighed Grænserne iji/jr) ± ^^J^Jjir) opfattes direkte som Grænser for ^r's Usikkerhed. 

I det tvende Gange tidligere (Pg. 12 og 23) benj^ede Exempel med 500 Gjen- 
tagelser af en Iagttagelse (en modificeret. „Kabale" med Kort), hvor Enkeltresultateme 

7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 og 19 havde vist sig henholdsvis 
i 3, 7, 35, ioi> **9. 94, 70. 4^, 30, 15. 4> 5 og 1 Tilfælde, have vi fundet 
den faktiske Fejllov at være 

p^= ir86, 

/tt= 416, 

/z,== +4-68, ■ 

/^4 = + 363 , 

/(e = — 28fiO, 
,ig 18453; 

ir VJ^) 

i^ =- 11-86 ± 0-09, 

if — 4'l6 ± 0-28, 

;, = +4-81 i i-io, 

it= 4-3'9 c.± 3-8, 

^(= -27-1 c.±l73, 

^,=.-172 c. ±87. 
Medens her Middeltallet og Middelfejlen ere vel bestemte, og i, ogsaa for saa 
vidt, at det kan anses for bevist, at den er forskjellig fra o og positiv, ere ,i,, i^ og Åg 
gtumme usikre, især da Middelfejlene til dem ere beregnede efter den afkortede Formel 
(gyldig for exponentiel Fejllov og ikke ganske smaa m) 

■ i,(iir) =-^')^, (47) 

som i dette Tilfælde utvivlsomt giver for smaa Værdier; og man tor paa ingen Maade, 
trods de store absolute Værdier for i^, i^ og i^ benægte Muligheden af, at de rettelig 
skulde være forsvindende smaa. 

Denne store Ubestemthed i de højere Halvinvarianter er at anse som en Regel, 
fra hvilken der vel gives Undtagelser (f. Ex. Fiat og Krone), men kun sjælden forekom- 
mende i egentlige Iagttagelser. Som Faktoren \r_ i sidstnævnte Tilnærmelsesformel viser, 
tælle overfor Bestemmelser af /i , to Iagttagelser ikke som mere end én ved Middeltals- 
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bestemmelser, ved Xg maa man kalkulere den effektive Nytte af Gjentagelseme efter Antal 

-r, ved X. efter — , ved Å. efter - — - o.s.v., der udkræves altsaa i Reglen overordentlig 
6 ' ' 24' " 120 ^ ^ 

talrige Gjentagelsesrækker til en taaleligt nøjagtig Bestemmelse af Methodefej Hovens højere 
Led, og de Tilfælde, i hvilke man kan konstatere en Afvigelse fra den exponentielle Fejl- 
lov, ere af denne Grund temmelig sjældne. 

Man har ment at kunne opstille den exponentielle Fejllov som almengyldig overfor 
tilstrækkelig talrige Gjentagelser ; det er rigtigere at sige, at man i Almindelighed kan nøjes 
med at anse Fejllovene for exponentielle, fordi man sjælden har Gjentagelser nok til at 
bevise Afvigelsen derfra. 

Til den sjældne Forekomst af ikke-exponentielle Fejllove bidrager den ovenfor 
omtalte Omstændighed, at Fejllove for lineære Funktioner af flere Iagttagelser altid maa 
nærme sig mere end disses Fejllove til den exponentielle Form, og at det samme maa 
gjælde , naar ingen af de uvæsentlige Omstændigheder ved lagtiagelsen er særiig frem- 
trædende, men flere af dem samvirke saaledes, at lagttagelsesværdien 

»-/(»i, » ".) 

tilnærmelsesvis har Funktionsformen 

o = a/(«., «„ ... M.) + i/(w„ w-, ... «-) + ... e/C",-., </. ... «,), 
saa at dens Methodefejllov maa blive af lignende Beskaffenhed som for en lineær Funktion 
af (ubekjendte) Elementarobservationer. Ved finere Iagttagelser fremkaldes dette Resultat 
derved, at de mest fremtrædende Biomstændigheder, efterhaanden som de opdages, fjernes 
ved theoreUsk Beregning af Korrektioner, som ophæve Biomstændighedernes Ind- 
flydelse paa de enkelte Iagttagelser. 

Man kan derfor især overfor Maalinger ret vel stille sig paa det Standpunkt at 
forkaste ikke blot de Iagttagelser, som ikke adlyde Loven om de store Tal, og derfor slet 
ikke have nogen Methodefejllov; men ogsaa at lade Iagttagelser med ikke exponentielle 
Fejllove dele Skjæbne med disse. 

Vin. Om Udjevuing. 

a) Den ganske almindelige Hovedopgave for lagttagelseslæren , nemlig at et 
hvilketsomhelst Antal Iagttagelser, hvoraf muligen slet ingen ere Gjentagelser, samtidig at 
bestemme baade alle Fejllovene og Relationerne imellem de enkelte Iagttagelser, er ganske 
sikkert ikke løselig i streng mathematisk Forstand, og idetmindste yderst vanskelig ogsaa 
under de praktiske Forudsætninger, som lagttagelseslæren ubetinget maa godkjende. Man 
vil vel bestandig være nødt til at gjøre endnu yderligere Forudsætninger, men forend vi 
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binde os til disse, vil det være nyttigt at tage Vanskelighederne ved det almindelige Pro- 
blem i nærmere Øjesyn. 

De foreliggende Iagttagelser ville almindelig være Funktioner, hver af sine vsesent- 
lige Omstændigheder, som atter maa være givne enten ved andre af Iagttagelserne eller 
muligvis ved fejlfrie theoretiske Bestemmelser, Men almindelig ere disse Funktioner helt 
ubekjendte og ønskes netop bestemte ud af Iagttagelserne. Nu er det som fra Interpolations- 
regningen bekjendt theoretisk umuligt at bestemme en ubekjendt Funktion — endsige flere — 
ved et endeligt Antal Værdier, selv om disse ere givne paa exakt Maade; og aabenbart er 
det yderligere umuligt at presse saadanne Bestemmelser ud af de tilnærmede Værdier, 
hvortil vi her ere begrænsede. 

Denne Mangel kan kun udfyldes ved Hypothese. Man maa ligesom ajlerede 
i Interpolationsregningen antage Funktionernes Form for b^jendt og rrøjes med empirisk 
Bestemmelse af et Antal Konstanter i den. 

Naar det hele System af Iagttagelser opløser sig i ligesaa mange Afdelinger som 
man har Konstanter at bestemme, og hver Afdeling præsenterer sig som en saa talrig 
Række Gjentagelser af én Iagttagelse, at' man deraf kan bestemme dennes methodiske 
Fejliov, saa reducerer Problemet sig til sædvanlige Konstantbestemmelser eller Interpolation 
i Forbindelse med, hvad vi ovenfor have udviklet om Fejllove for Funktioner. Bestemmelser 
af denne Art maa anses som de bedste — mest forudsætningsløse — i al Empiri; og bør 
søges realiserede ved Iagttagelsernes Ordning. 

Men meget hyppig ere de enkelte Gjentagelsesrækker for lidet talrige, og saa 
maa man tage Hensyn til spredte iagttagelser eller faatallige Gjentagelsesrækker i saa 
meget større Antal end Antallet af Konstanterne, at den ene Række overfor Fejllovs- 
bestemmelsen kan bøde paa den andens Utilstrækkelighed, og saa rejser sig det alminde- 
lige Problem, som man for at antyde denne gjensidige Støtten og Eftergiven af Iagttagelserne _ 
har givet Navn af „Udjevning". 

For at efterspore Principeme for al Udjevning, skyde vi foreløbig Spørgsmaalet 
om, hvorledes Konstanterne her bestemmes til Side som en underordnet, rent teknisk Op- 
gave. Vi antage, at der paa en eller anden Maade bydes os et System af Værdier for 
alle Opgavens Konstanter, og vort Spøi^maal er blot; hvorpaa kunne vi se, om et saa- 
dant Værdisystem repræsenterer en Løsning af Opgaven ? I den rene Mathematik var Be- 
tingelsen den, at Konstanternes Indsættelse skulde fyldestgjere alle Ligningerne exakt; saa 
simpelt kan Svaret ikke blive i lagttagelseslæren ; naar vi med de eventuelt fundne Kon- 
stanter efterregne hver enkelt Iagttagelse, maa der i Almindelighed blive Afvigelser tilbage. 
Fordringen kan blot være den, at disse Afvigelser skulle stemme med de theoretiske Fejl- 
love i den Form, som disse antage ved Konstanternes Indsættelse. 
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Dette, at Afvigelserne stemme med de foreliggende Fejllove, er imidlertid for 
ubestemt til at kunne anvendes umiddelbart som Kjendetegn paa den rette Løsning. 
Dersom alle Iagttagelserne vare saa hyppig gjentagne, at man kunde bestemme hver 
Gjentagelserækkes theoretiske Fejllov skarpt, vilde man kunne forstaa og anvende dette 
Kjendetegn. Ved isolerede Iagttagelser kan man vel afgjøre, om hver enkelt falder inden- 
for sine Middelfejisgr*nser, eller for en noget starre Samling, om det beregnede Resultats 
Afvigelse overskrider Middelfejlsgrænsen for hyppigt eller ikke, og om sligt sker i saadan 
Retning som Fejllovens Skjævhed og andre Særegenheder gjør antagelig; men alle disse 
enkelte Afgjørelser ere ubestemte, og Spørgsmaalet om, hvorvidt nogles overflødig gunstige 
Udfald kunne veje op mod Betænkeligheder i andre, vil næppe kunne besvares, saalaenge 
Talen er om forskjellige eller varierende Fejllove, 

Da man, naar Løsningens Konstanter foreligge, kjender alle de enkelte Iagttagelsers 
Fejllove, kan man tænke sig foretaget en Række Transformationer, hvorved de enkelte 
virkelige Iagttagelser opfattes som Funktioner hver af en fiktiv Iagttagelse med en 
bestemt Fej Hov, lad os sige den exponentielle, hvori i, = >), = >ir =o og blot >i, = i, 
idet disse Funktioner (se Pg. 30) bestemmes saaledes, at 'den virkelige Iagttagelses Fejllov 
fremtræder som netop denne Funktions Fejllov. Indretter man altsaa de Ligninger, som 
sammenknytte alle Iagttagelserne og de søgte Konstanter, saaledes, at hvis alle Konstan- 
terne ere rigtig bestemte, de Tal, som repræsentere Iagttagelserne, alle skulle have denne 
Fejllov, >ir = o undtagen H^ -= i, da vil man for hvert System af Konstanternes Værdier 
kunne bestemme de fiktive Iagttagelsers Afvigelser fra denne Theori, og af alle Afvigelserne 
eller med vilkaarlige Afdelinger af dem kunne beregne faktiske Fejllove. Forsaavidt man 
da ser sig istand til af disse at beregne de tilsvarende Methodefejllove , kan man som 
Kjendetegn paa, at Udjevningsopgaven har fundet en Løsning, sætte, at disse Methode- 
fejllove skulle vise sig at være hin forudsatte exponentielle Fejllov med Middeltallet = o 
og Middelfejlen = 1, 

Ved Opstillingen af dette Princip for Udjevningen er Vanskeligheden reduceret til 
at foretage den nævnte Overgang fra faktisk Fejllov til en Methodefejllov, men denne Vanske- 
lighed er endnu tilstede. Man kan aabenbart ikke hertil uforandret anvende de tidligere 
givne Regler. 

For det første er det ikke umiddelbart klart, om man tør betragte disse Afvigelser 
i de Funktioner af de oprindelige Iagttagelser, som her træde i Iagttagelsers Sted, som 
simple Gjentagelser af samme Iagttagelse, blot fordi de skulde have samme Methodefejllov. 
Men ogsaa, hvor intet forhindrer, at dette kan indrømmes, bliver der en Forskjel tilbage. 

Thi naar vi for det andet opfatte hin tidligere Bestemmelse af Methodefejlloven 
ved én talrig Række Gjentagelser som et Udjevningsproblem, maa det strax blive os klart, 
at det ogsaa for saa vidt er af speciel Natur, at der i det kun er én Konstant at bestemme 
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for Middeltallel >ii, en anden for d, o. s. v. Derimod vil der i de Transformationer, hvor- 
ved Fejliovene her tænkes reducerede til en typisk Form, i Almindelighed indgaa flere 
Konstanter, hvoraf nogle ville hvile paa Middeltallet, andre paa Middelfejlen o. s. v., 
og det kan let slyønnes, at dette maa paavirke Overgangen fra faktisk Fejllov til 
MethodefejUov. 

Jeg drister mig ikke ti! at udtale mig bestemt om, hvorvidt disse Vanskeligheder 
for en almengyldig Udjevningslære overhovedet kunne tænkes løste paa fuldkommen 
Maade; for Tiden maa man nøjes med at kunne løse visse simplere Udjevningsopgaver 
ved de saakaldte mindste Kvadraters Methode; og for at nærme os til Omtalen af denne, 
ville vi først berøre et, som det kunde synes, yderst specielt — ja upraktisk Tilfælde, nemlig 
det, at alle Iagttagelserne falde i to saadanne Grupper, at i den ene enhver Iagttagelse 
bestemmer sin af de ubekjendte Konstanter, medens alle Iagttagelser i den anden Gruppe 
ere helt uafhængige af disse Konstanter, idet Theori eller Hypothese for hver Iagttagelse 
angiver et bestemt Tal for Middeltallet 

Som Exempel paa en saadan lagttagelsesrække kan man tænke sig, at mem har 
maalt en plan Trekants tre Sider hver en Gang og iøvrigt udført en Række Maalinger af 
Trekantens Vinkelsum. De tre Afstandsmaalinger repræsentere da Iagttagelserne af første 
Gruppe og bestemme Konstanterne i Trekanten. Vinkelsummens Maalinger repræsentere 
den anden Gruppe af Iagttagelser, og kunne hverken give noget Bidrag til Afstandenes 
bedre Bestemmelse eller selv paavirkes af Afstandsbestemmelserne. Fuldkommen unyttige, 
som disse Vinkelsumsmaalinger ere til enhver speciel Bestemmelse, kunne de give fortrin- 
lige Oplysninger om den anvendte Maalemethodes Fejllov. Skal det være en rigtig Theori, 
at det maalte er Vinkelsummen, da skal Middeltallet Åi = i8o°, og de enkelte Resultaters 
Afvigelser fra denne Værdi ere, saalænge denne Theori fastholdes. Iagttagelsernes sande og 
absolute Fejl. 

I slige Tilfælde kan man nemlig let nok overvinde den sidstnævnte Del af Vanske- 
lighederne. Thi her er det klart, at kun den anden Gruppe af Iagttagelser har Betydning 
for Bestemmelsen af den theoretiske Fejliov ved den faktiske Fejllov for de til Normal- 
formen reducerede Iagttagelser; samt endvidere, at den faktiske Fejllovs fir uden videre 
kan anses som Tilnærmelse til den theoretiskes Xt, saa at man bør sætte Xr =iir i Stedet 
for Formlerne (46). I disse Tilfælde kan man undtagelsesvis tale om Fejlenes sande 
Værdier. Er Hypothesen rigtig, ja blot saalænge man anser den for rigtig, saa er her Middel- 
tallet = o og Middelfejlens Kvadrat bestemmes derfor som Middeltallet af Kvadraterne paa 
Afvigelserne fra hypothetiske Middeltal, Å^ som Middeltallet al Afvigelsernes tredie Potenser. 
Efter Bestemmelsen af den theoretiske Fejllov, gjælder det saa om, hvorvidt Hypothesen 
kan bestaa den Prøve, som hentes fra denne Fejllovs Overensstemmelse med den forud- 
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satte, altsaa, at de højere ,i'er, saavidt de kunne bestemmes, skulle forsvinde, at J, = i, 
og ikke mindst at ,1, =o, og alt dette baade for hele lagttagelsesgruppen og ogsaa for 
vjlkaarlige {dog ikke partiske) Udvalg deraf. 

Hermed er imidlertid ikke sagt noget om den første Del af Vanskeligheden, altsaa 
om man tør betragte denne Gruppe af reducerede Iagttagelser som simple Gjentagelser 
af en og samme Iagttagelse, og det er klart, at denne TVivi bliver endnu yderligere 
skjærpet, hvis de reducerede Iagttagelser ikke umiddelbart have havt den her forudsatte 
yderst simple Karakter og været uafhængige af Udjevningsopgavens søgte Konstanter; men 
denne Form kun var frembragt ved en Eliminationsproces, som gjorde hver enkelt redu- 
ceret Iagttagelse til Funktion ikke blot af én men af flere originale Iagttagelser, 

b) Det simple Tilfælde af Udjevning, der som Gjenstand for mindste Kva- 
draters Methode skal behandles i det følgende, er da det, hvor alle de til den expo- 
nentielle Form for Fejlloven reducerede Iagttagelser tør betragtes som indbyrdes uaf-" 
hængige, og hvor alle Ligninger imellem dem ere lineære saavelsom Ligningerne mellem 
lagtt^elseme og Udjevningens ubekjendte Konstanter, eller hvor idetmindste alle disse 
Ligninger ved Rækkeudviklinger efter Taylors Formel kunne bringes paa lineær Form som 
en fyldestgjørende Tilnærmelse, idet alle Led af anden og højere Grad blive saa smaa i For- 
hold til Middeifejlen, at de kunne lades ude af Betragtning. 

Have alle Fejllovene ikke blot ifølge forudgaaende Undersøgelser om Iagttagelses- 
maademe, men ogsaa efter den Kritik, som altid bør danne Afslutningen paa enhver Ud- 
jevning vist sig at være exponentielle , og ere alle Ligningerne imellem dem at anse for 
lineære, eller er der blot — som Forholdet i Reglen vil være — ikke tilstrækkelig 
Grund til at forkaste disse Antagelser, da kan Udjevning ske, og man behøver da ikke 
engang den ovenfor omtalte Reduktion af a!!e Fejllovene til den bestemte exponentielle 
Form, hvor Middeltallet er = o, Middelfejlen = i, thi denne vilde i dette Tilfælde iværk- 
sættes blot ved Forandring af Iagttagelsernes Nuiværdi og Enhed og kunde ^tsaa ikke 
fors^rre Ligningernes lineære Form. 

c) Hvis der i Samlingen af Erfaringerne til en Udjevningsopgave er nogle, som 
indbyrdes ere simple Gjentagelser, kan den Del af Udjevningen, som angaar Konstan- 
ternes Bestemmelse, simplificeres, idet man for hver Gjentagelsesrække benytter 
dens specielle faktiske Fejllovs Middeltal som Iagttagelse med Middelfejlskvadrat = l^ (p,) 
™» — ,i, , naar Fejlloveh er exponentiel, er dermed angivet, hvad der behøves. 

Man kalder da Antallet m af de enkelte Gjentagelser for den sammendragne 
Iagttagelses Vægt. Da saadanne sammendragne Iagttagelser blive at behandle ganske 
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hver af de oprindelige Iagttagelser, den erstatter, kan man omvendt ogsaa paa dette be- 
grænsede Omraade tillade sig at anse de enkelte virkelige Iagttagelser som sammendragne 
af visse Antal fiktive lige gode Iagttagelser, de gode Iagttagelser af mange, de ringere af 
færre, efter Reglen Å^ omvendt proportional med Antallet. Iagttagelser, der kunne hen- 
føres til samme Enhed, kan man paa denne Maade henføre til saadanne, for hvilke denne 
Enhed var Middelfejl, og saaJedes er -.- den enkelte Iagttagelses Vægt. 

I^ttagelser, som kun tilnærmelsesvis kunne anses for Gjentagelser, sammendrager 
man ligeledes for Nemheds Skyld ofte paa lignende Maade, idet man efter forudgaaende 
lettere Udjevninger bestemmer et Fælledsresultat med forholdsvis lille Middelfejl (altsaa 
stor Vægt), der som oftest med Forbigaaelse af mindre værdifulde Biresultater af den fore- 
løbige Udjevning kan repræsentere de sammendragne Iagttagelser i den endelige Ud- 
jevning, saadanne sammendragne Iagttagelser plejer man at kalde Normalværdier 
(Normalpladser). 

Ved den Del afUdjevningen derimod, hvor Hypotheserne skulle prøves ved 
Bestemmelse af Fejlloven efter Afvigelserne, kan man ikke benytte denne Lettelse i noget 
Tilfælde, hvor man vil undersøge tredie eller højere Halvinvarianter, og selv, hvor man 
begrænser sig til Undersøgelse af Middelfejlen, maa det fraraades at benytte de sammen- 
dragne Værdier eller Normalværdier, eller dog idetmindste kræves, at man tager de Be- 
stemmelser af Middelafvigelsen med i Betragtning, som kunde være vundne ved Sammen- 
dragningen, og derefter opstiller de Fordringer, som Udjevningen bør fyldestgjøre. 

d) Særlige Regler for Elimination og Bestemmelse af de Ubekjendte 
ved lineære Ligninger for Iagttagelser. 

Naar der skal udjevnes efter mindste Kvadraters Methode, idet Ligningerne imellem 
Iagttagelserne, der forudsættes reducerede til at have exponentielle Fejllove, ere bragte 
paa lineær Form, og naar man har arrangeret sig med Normalværdier og Vægtbestemmelser, 
saa bestaar den Opgave, man først møder, i en Eliminationsproces, der skal give Værdierne 
for hvert enkelt af de Middeltal for Iagttagelserne eller de dermed lineært forbundne ube- 
kjendte Tal, Elementer, som man har Brug for. Ligesom ved Eliminationer meUem lineære 
Ligninger for exakte Tal, kunne ogsaa her ved Iagttagelser alle saadanne Opgaver tøses 
udelukkende ved lineære Funktioner. Men ellers er der en betydelig Forskjel tilstede 
mellem den rene Mathematiks og lagttagelseslærens Behandling af saadanne analoge 
Opgaver. 
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I den exakte Mathematik har man fuld og ubetinget Frihed til at vælge sine Trans- 
formationer. Naar blot i Enderesultatet enhver Ubekjendt kommer til at staa isoleret fra 
de andre i sin Ligning, er Vejen, ad hvilken dette Maal naas, ligegyldig; men overfor 
saadanne Systemer af overtallige Ligninger, som her forekomme, ender den exakte Mathe- 
matik med at eridære Opgaven for overbestemt, og ikke at kunne lede til noget Valg 
mellem de numerisk forskjellige Resultater, som naas ad forskjellige Veje. 

For lagttagelseslæren derimod er Friheden til at vælge Transformationer delvis be- 
grænset ; og naar man agter paa denne Begrænsning, føres man trods Iagttagelsernes Splid 
kun til et eneste antageligt Resultat. 

Naar derfor en Forfatter for nylig har rejst det Spøi^smaal, om man i et givet 
Tilfælde er berettiget til at anvende mindste Kvadraters Methode og ikke den exakte Mathe- 
matiks Methoder, og har svaret benægtende derpaa, saa maa dette bero paa en Misfor- 
staaelse. Dersom de overtallige forelagte lineære Ligninger stemme indbyrdes, da er det 
ligegyldigt hvilken Vej man vil vælge; men stemme de ikke, da er man udenfor den 
exakte Mathematik, selv om ingen personlig Iagttager har tilvejebragt Ligningerne, og kun 
ved de mindste Kvadraters Methode, hvis Grundtræk vi nu skulle fremstille, kan man da 
finde et korrekt Resultat. 

Imellem Fejllovene for virkelige Iagttagelser, om hvilke her forudsættes, at de i 
al Strenghed ere indbyrdes uafhængige, og Fejllovene for disses lineære Funktioner er 
der én Forskjel: 

Lad os betragte et Antal lineære Funktioner w, c ... w af Iagttagelserne o^, 
Of ... o,, og lad os som overalt i det følgende give Funktionerne homogen Form ved 
Subtraktion af de konstante Led fra Funktionen selv, attsaa lad 
u = a,o, + a^Ot + ... + ".0. = {ao-\, 
V = 6,0, + 6,0, + .-- +*-£>„ = [bo]. 



w -= d,o, + d,Oj + ...+rf.o, — [do], 
da ere ifølge (31) Fejllovene 

Xr{u) = arM»d + '^'Mo,) + ■ ■ ■ + °Ur(o.) = [orXrm . 

Mw) = d'Mo,) + d^Mo.) +■■■+ d;^(o.) = [d^irio)] ; 

men betragte vi saa en lineær Funktion af u, f . . . ir , 

V = eu+fv + ...+gw, 
saa viser Forskjellen sig deri, at Fejlloven for V ikke kan beregnes efter (31) af Fejl- 
lovene for V, V og w, at man maa gaa tilbage til de indbyrdes uafhængige Iagt- 
tagelser, selv. 
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Og derefter finder 



som almindelig er forskjellig fra 

Lineære Funktioner af samme iagttagelser kunne vel hver for sig be- 
tragtes som Iagttagelser, men indbyrdes ere de — naturligt nok — ikke 
altid at anse som indbyrdes uafhængige Iagttagelser. Almindelig er det kun 
for Middeltallene, r= i, at de to Udtryk for Funktioners Fejliove stemme. Her, hvor 
Fejlloven for de enkelte [antagelser forudsættes at være exponentielle , altsaa alle ,^p = 
for r>3, baade for Iagttagelser og Funktioner, er det kun for Middelfejlskvadraterne , at 
Forskjellen gjør sig gjældende. Men Funktionerne u, v .. . k kunne være saaledes be- 
skafne , at der heller ikke i denne Henseende er nogen Forskjel overfor nogensomhelst 
Funktion af dem U= eu +fv + . . . -)- gw, med viikaarlige Koefficienter e, f ... g. For at 

+ (ea, +fb, + . . . + gd,yi,(o,) + [ _ ! +fit>]i,io,) + b'Mo.) + . - • + bU.i^n)) + 



+ (eo. 4-fK + ...+ 9d,yÅ,(o,) j [ +9'{d'Mo.)+dU,(o,) + ... +dU.{'>.)) 

behøve jo blot alle Produktsummerne at forsvinde paa venstre Side, Kvadratsummerne ere 
jo identiske. 

Naar [abX^io)] - o, ... [adX^(o)] = o, (48) 

[bditio)] = o, 
er der fuldstændig Overensstemmelse tilstede i alle Fejllovenes direkte og indirekte Be- 
regningsmaader, og intet hindrer da, at saadanne Funktioner u, c ... ir indbyrdes anses 
og behandles ganske som indbyrdes uafhængige Iagttagelser, med expo- 
nentielle Fejliove, hvori Middelfejlskvadraterne ere bestemte ved Kvadratsummerne 

>,(u) - [«•;,(»)], >M - [iM,(.)], ... .i.W - [d'J.W]. (49) 

Ved enhver Elimination, ved ethvert Problem om Fejliove for lineære Funktioner, bliver det 
aldeles ligegyldigt, om de virkelige Iagttagelser eller et saadant System af Funktioner aflagt- 
tagelseme anses som det iagttagne. Saadanne Funktioner vil jeg kalde frie, eller 
om fornødent, indbyrdes frie Funktioner. Og den for lagtt^etseslæren gjældende 
Indskrænkning i den exakte Mathematiks Frihed tit at vælge de lineære Transformationer, 
kan da formuleres saaledes, at man ved Udjevninger er berettiget til at transformere hele 
den uafhængige lagttagelsesrække til et hvilketsomhelst System af indbjrrdes frie Funktioner, 
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men ogsaa kun til saadanne, dersom man vil bruge Transformationen til FejUovs- 
bestemmetser. 

e) Sætninger om Systemer af indbyrdes frie Funktioner*). 
a) To lineære Funktioner af samme Iagttagelser [ao] og [bo] ere altsaa frie af 
hinanden, naar [abX^ (o)] = [abX,] = [abX] = o. To Funktioner med konstant Forhold [ao] 
og c [ao] kunne ikke være indbyrdes frie, thi Produktsummen bliver her c[a^i,], og en Kvadrat- 
sum kan jo ikke forsvinde, naar ikke alle Ledene forsvinde. Funktioner af lutter for- 
skjellige Iagttagelser ere indbyrdes frie. 

fi) To Systemer af lineære Funktioner af samme Iagttagelser 
[ao] [«] 

[Jo] og [/o] 

[do] [ho] 

kunne siges at være frie af hinanden, naar hver Funktion i det ene System er fri af alle 
Funktionerne i det andet, altsaa naar 

[aei^]=0, [a/Åt]=0, ... [ahÅ,]=0, 
[beit]~0, [6/;,] =0, ... [6A-)J= O, 



[deÅ^] ^ o, 

Enhver Funktion eller Funktion a 

enhver Funktion af Funktionerne i 

J-) Almindelig kan enhver 

af to Funktioner 

[/•■•] -[/. 

af hvilke den ene [/'. o] er fri af 
medens den anden er Funktion af 
[bo] . . . [do] ere 

[f.aX,] = x[c 
[/.bX,]^j:[c 



[dfX^] = o, ... [dhX,] = 0. 
f Funktionerne i det ene System er da ogsaa fri af 
det andet System. 
Funktion [/o] kun paa en Maade opløses i en Sum 

o-] + {^[ao]+y[bo] + ...z[doJ), 
et forelagt System af Funktioner [ao], [bo] ... [do], 
disse. Betingelserne for, at [f. o] skal være fri af [ao], 

.X,]+ylbci,] + :.. + ,[da!.,] 
b>,]+!)[b/>Å,] + ...+,ldbi,] 



og ifølge disse e 



[/"]- 



(/. di,] - uladi;] +g[l,di,] + ... + ,[ddi,] , 



[/ofl, [a-fl, 
[/"], {"ti], 



[Jo] ... [i.][ 
[bb>] . . . Idai] |. 
[bbX] ... IdbX] : 



Ifdi] , ladi] , \bdi] . . . [dd/i] 



[aafl, [S«fl... [doi] 
[abi], [bbX] ... [dbi] 

[adX], Ibdi] ... Iddi] 



m 



I .Funlilion" overall li 



e Funktioner, eller det niod^tte bemærkes udlrykkeli);. 
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Et hvilketsomhelst System af Funktioner [ao], [bo] ... [do], [eo], [fo] ... [ffo] kan. 
paa denne Maade fuldstændig erstattes af to indbyrdes frie Systemer, [ao] , [bo] . . . [do], 
og [^f]. [f'o] ■ ■ ■ Is'^]- Ingen af de frigjorte Funktioner [e'o], [fo] . . . |yo] kan ifølge 
(50) være lineær Funktion af [ao], [bo] . . . [do], med mindre nogen af disse Funktioner 
selv er Funktion af de andre. Men i saa Fald forsvinder rigtignok Divisoren paa højre 
Side i (50), og denne Ligning bliver uanvendelig til Bestemmelse af de frie Funktioner, 
indtil Systemet af Funktionerne [ao] , [60] . . . [do] er blevet renset for indbyrdes afhængige 
Funktioner. Skulde nemlig [uo] = x[ao] + y[io] + . . . + z[do] være fri af [ao], [bo] . . . 
[do] , maatte 

= x[aaA]+y[abX] + ...+z[adi], 

O = a;[baX] +y[bbi] + . . . -]- 2[bdX] , 



o = x[daX]+y[dbX] + 
uden at X, y ... z alle vare = o, altsaa 
[««;], [6^.1]... [daX] 
[oJfl, [bbi] ... IdH] 



z[ddi]. 



at dm . 

hi. . 


. 4. 


did. . 


. 4.; 



^ o, 



_ I h(fii)X^ip„)lt{o.) - 

[adk], [bdX] ... [ddi] 
og dette kræver, at fa„ + ^b„ + .. . + Cdm = o for ethvert m. 

Specielt kan man mellem to Funktioner erstatte den ene med en af den anden 
fri Funktion. For [ao] og [bo] haves saaledes e([abÅ][ao] — [aaX][bo]) som fri af [ao], 
eller c([bb}] [ao] — [abX] [bo]) som fri af [bo]. 

å) Et System af Funktioner siges i sig selv at være frit, naar hver Funktion deri 
er fri af alle de andre. Et hvilketsomhelst System af givne Funktioner af samme Iagt- 
tagelser vil, hvis det ikke oprindelig er frit, kunne erstattes ved et frit System og derved 
altsaa tillige renses for alle indbyrdes afhængige Funktioner. Man kan opnaa saadan 
fuldstændig Frigjørelse ved i eller udenfor Systemet at vælge en Funktion [00] helt vil- 
kaarlig, og frigjøre alle de andre af den efter Reglen, at 



bc-]- 



[aai] 



[ao] = [b'o] eretatter [bo] ; 



(50a) 
i'o] vilkaarligt, og fri- 



iblandt de saaledes af [ao] frigjorte Funktioner kan man vælge 
gjøre alle de øvrige paa samme Maade af den, 

med disse saaledes baade af [ao] og [b'o] frie Funktioner fortsættes paa samme Maade, 
hvorved hele Resten efterhaanden enten frigjøres eller reduceres til identisk Forsvinden. 
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At ingen af de saaledes frigjorte Funktioner [ao] , [b'o] . . . [S'h] kan være Funkdon af 
de andre, følger ligefrem af, at naar 

a[ao]+^[b'o] + ...+å[S-h] - O, 
skulde Middelfejlskvadratet heraf paa den ene Side være lig o, paa den anden = «* [a^X] 
-\- ^ [6'*>i] + . . . , hvilket aabenbart er umuligt, naar Iagttagelserne ikke have været exakt 
givne. Følgelig kan Antallet af frie Funktioner i et System aldrig være større end An- 
tallet af de egentlige Iagttagelser, hvoraf Systemet afhænger. Er Antallet af frie Funktioner 
lig med dette Maximum, siges Systemet at være komplet. 

e) I et komplet System af n indbyrdes frie Funktioner vil dets n Koefficienter 
opfylde \n{n — i) Betingelser, ^tt(n-\- i) Koefficienter ville altsaa kunne faa vilkaarlige 
Værdier, men dog ikke et hvilketsomhelst Udvalg af saa mange Koefficienter. Læren om 
Egenskaberne ved frie Systemer og særlig ved komplete Systemer af indbyrdes frie Funk- 
tioner findes i det væsentlige behandlet i Læren om de orthogonale Substitutioner. Naar 
alle et Punkts retvinklede Koordinater ere indbyrdes uafhængig iagttagne og det med 
lige store Middelfejl, afgive retvinklede Koordinater efter et vilkaariigt andet Koordinatsystem 
Exempel paa et tilsvarende komplet System af frie Funktioner og kunne ligefrem behandles 
som indbyrdes uafhængige og lige gode Iagttagelser. Vi kunne dog ikke nøjes med saadan 
Henvisning til Lærebøgerne, thi flere af Hovedsætningerne bør her fremsættes i deri lidt alminde- 
ligere Form, som de antage, naar ikke alle Iagttagelser have været lige gode. 

For det komplette System af Funktioner [ao], [bo\ ... [do] maa man have de 
følgende {n{i> — l) Betingelsesligninger, som man bør tænke sig skrevet hver to Gange 
og supplere med Ligningerne for Middelfejlskvadrateme, 

i, ([.«]) - [«afl , o - (aU] ... o -[adi], 

o — [Sofl, ;,([to])— [bbi] ... o — [4.*;], 



o— [dat], o ~ [dbX] . . . i, (Sdo]) — \ddX] . 

Ved denne Opstilling finder man let en Sætning om Determinanten for alle KoefTicienter 



6, , *,...*. 
d,, d, ... d. 



A,(o,), o . .. o 

o, X,(.o,) ... o 

o, o ... i.(o.) 



[a'fl, o... 
o, [S'i] ... 



. [<CJ] 



KJ][t ' jj...[ J';] 



(51) 
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Det er ogsaa let at bestemme Underdeterminanteme til fi's enkelte Koefficienter. 
Betegnes disse med græske Bogstaver, svarende til og med samme Index som de latinske 
Bogstaver, der betegne de tilsvarende Koefficienter, altsaa saaledes at ^, med behørigt For- 
tegn er Determinanten af de øvrige Koefficienter med Udeladelse af c'emes Linie og rie Pille, 
da er aja«^] « fla.;,(o,), a,[a*X\ = fla,>ij(o,), ... a,[a*X] = Ro,i,(o„), ] 



ttii hermed og kun hermed vil man opnaa, at 

laa]- R, [„S] -o... [ad] -o, 
Ifia] - o, \fib] -R... [fd] - o, 



(52) 



[>d] — O, [di] — O ... [Sd] — R. 
Ved Hjælp af disse Udtryk for Underdeterminanteme har man for Transforma- 
tionen tilbage tii de oprindelige Iagttagelser som komplet System af Funktioner af [ao] . 
[bo] ... [do], 

Da yderligere 
og 





aia 


+ ;9,S,+ 


. . + åid, 


— ii 




atat 


+ ^,*. + 


. . + M, 


= 0. 


l 


1 


= [^ + 


[6ifl+-' 


-1- '''' 
+ [ddi] 




o 






, dd. 



IX. Prindpet for Udjevning efter mindste Kvadraters Methode. 

Under Villa, hvor Talen var om det almindelige Udjevningsproblem, er der nævnt 
et særligt Tilfælde, i hvilket Opgavens Løsning var aabenbar. Medens det maa være 
tvivlsomt, om al Udjevning i Almindelighed kan reduceres dertil, lader dette sig uden 
Vanskelighed gjere, hvor Ligningerne have den lineære Form, som berettiger til Anvendelse 
af mindste Kvadraters Methode, og vi have nu udviklet de Midler, som behøves dertil. 

Vi kunne nemlig nu erstatte enhver forelagt Samling Iagttagelser med et komplet 
System af frie lineære Funktioner, og vælge dette System paa en saadan Maade, at vil- 
kaarlig givne lineære Funktioner kunne frigjøres fra alle øvrige lineære Funktioner af 
samme Iagttagelser. Naar der da imellem Iagttagelsernes Middeltal i Kraft af Theori eller 
Hypothese bestaar et Antal lineære Ligninger, kunne vi ved Frigjerelsen udskille disse; 
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og medens de øvrige Funktioner i det komplette frie System, de om hvis Værdi 
ingen Theori giver nogen Oplysning, maa bestemmes umiddelbart efter 
Iagttagelserne, maa man for de udskilte Funktioner, hvor Theorien stiller en ny 
Værdi i Modsætning tU den, som følger af Iagttagelse, helt holde sig til den theore- 
tiske Værdi. 

Denne Sætnings principielle Rigtighed forekommer mig at være indlysende; men 
dette er ikke det oprindelig opstillede Princip for mindste Kvadraters Methode, ikke det, 
hvorefter Methoden har sit Navn. Dette hidrører fra en Sætning, hvorefter Kvadrat- 
summen af de tilbage blivende Afvigelsers Forhold hver til sin Iagttagelses Middelfejl skal 
være et Minimum, en Sætning, som vi nedenfor Pg. 83 skulle bevise, og som iøvrigt heller 
ikke i de tidligere Fremstillinger er anset for egnet til Antagelse uden Bevis. Men, da de 
Beviser, man har villet føre for dette Princip, hvile paa den indirekte Sandsynlighedsregning, 
paa Læren om, at man skulde kunne regne med de saakaldte Sandsynligheder, for Hypo- - 
thesers Rigtighed som med definitionsmeessige Sandsynligheder, har jeg maattet forkaste 
dette Princip, eflerat Hr. Bing havde modbevist denne Læres Rigtighed. 

a) Korrelatudjevning. 

Naar den givne Samling Iagttagelser ved Udjevningen skal sammenarbejdes og 
benyttes saaledes, at der hverken i de theoretisk givne Ligninger mellem Iagttagelserne 
eller i de søgte Funktioner af Iagttagelser indgaar nogen ubekjendt Konstant, der først 
skal elimineres eller, bestemmes, løses saadan Opgave ved Korrelatudjevning. 

Man opstiller da til FrJgjørelse det hele System af Funktioner af Iagttagelserne, 
baade saadanne Funktioner, hvis Værdier ere theoretisk givne, og saadanne andre deriblandt 
selve de enkelte Iagttagelser, som søges nærmere bestemte ved Iagttagelserne i Henhold 
til de theorettske Relationer. Og man ordner disse Funktioner saaledes, at de theoretisk 
bekjendte stilles i første Linie; derefter saadanne omspurgte, som det har særlig Interesse 
at faa bestemte, og tilsidst og i Grunden rent pro formå saa mange andre, at man dermed 
kunde skaffe sig et komplet System af frie Funktioner; selve de enkelte Iagttagelser be- 
høver man, som det skal vise sig, dog aldrig at opføre i denne Liste. Lad disse Funk- 
tioner være repræsenterede af 

[ao] I ( a, 



^ theoretisk givne med Værdierne ! 



[co\ interessant Funktion uden opgiven theoretisk Værdi, 

[do] ligegyldige Funktioner, for hvilke det ikke er Meningen at Regningen virkelig ska3 
udføres. 
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Det ferste, der da er at gjere, bestaar i at forberede Krigjarelsen og Under- 
søgelsen af, om disse Funktioner eller nogle af dem i sig selv ere indbyrdes frie, ved at 
beregne Middelfejlskvadrateme og Produktsummerne; dette gjøres i Praxis saaledes, at man 
ved Siden af Funktionernes Værdier efter Theori og Iagttagelse og deres enkelte Koeffi- 
cienter opstiller Summerne af Kvadrater og Produkter, alt i Skemaet : 
a, [ao],... «<..., [a*;], [abi], [acX] , [adi] 

S, [bo], ,.. bi ..., [abi] , \b*Å] , [bcX] , [bdX] , y9 ^ [abX] : [a*X] , 
[CO], ...c, ..., [ad] , [bcX] , [cU] , [cdi] , r = [«<'''] ■ K-*] , 
[do], ...di .... [adÅ] , [bdX] , [cdX] ,[d*Å], 5 = [adi] : [a*Å\ . 
For saa vidt nu den første theoretisk givne Funktion [ao] ikke viser sig at være fri af 
alle de øvrige Funktioner derved, at [abX\ = [ae,!] = [adX] = o, multipliceres alle 
Tallene i øverste Linie med henholdsvis ^, y, og 3, og Produkterne subtraheres fra de 
tilsvarende Tal i disse Faktorers Linier. I det derved fremkommende Skema 
SB',[i'o], ...b'i ..., [b'*i], [b'ffÅ], [b'd'X] 

[e-o], ... c't ..., [6V;] , [,JH] , \cd'X] , r' = ['>''^'^ - [*'*''l . 
[d'o] , ... d't ..., [b'd'i] , [c'd'^ , [d"i] , S" = [b'd'k] : [b-^Å] , 
ere [b'o] = [l>o] — ^[ao], [ifo] = [co] — r[ao] og [d'o] = [do] — 3[ao] efter det 
ovenfor beviste (50a) frie af [ao], og b' = b,- — ;5oj, c'i ^ e^ — yoi, cti ^ di~ da/ ere 
deres Koefficienter; men ogsaa Kvadrat- og Produktsummerne af disse nye Funktioners 
Koefficienter findes nu direkte beregnede paa deres Pladser i andet Skema; thi, naar 
f. Ex. [6'* li] er beregnet som = [h^i] — filabX] = [bb'Å], saa er denne Værdi identisk 
med [i^i], fordi [b'o] er fri af [00] og altsaa [ab'X] = o. Og ligesaa for Produkt- 
summemej thi [bVX] beregnes som = [(""H — t['^^^] =^ [*<^'''J) der af samme Grund 
er — [b'c'X]. Hvis nu ikke [b'o], [c'o], [d'o] ere indbyrdes frie, fortsættes paa samme 
Maade, idet Faktorerne 7-' og ^ beregnes og anvendes til at udskille den anden theoretisk 
bekjendte Funktion [bo], som er fri af [ao] ogsaa fra de af begge frie Funktioner [(^'0], 
[df'o] i Skemaet 

[b"o],...c'/ ...,['/'*Å],[^'d"X] i 

[d"o] , ... dr ..., [c"d";] , [drU] 3" = [c"d"J] : [dTH] , j ^^^ '^^ 

idet [c"o] = [c'o] — f [b'o], [d"o] — [d'o] — 3" [b'o], 

hvorved man tilsldst vilde ende med den ene Linie 

[d-o] - [d'o] - ^"[="0] ...dr ... id;"'i] (55 o) 

Efter Udførelsen af disse Operationer vil man da atter kunne linde de oprindelige Funli- 
tioner [ad\, [bu], [co], [do] ved 

[«»] - [«•] 1 

[bo]-fi[ao]+ [*•«] 

[,o]-rloo] + r'[i>'o]+ V'o] 

[do] — i [00] + iS" [b'o] + r [<ro] ^- [r'o] 



(56) 
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udtrykte som homogene lineære Funktioner af de indbyrdes frie Funktioner [oo], [b'oj, 
[c"o] og [d"'o]. Hovedsagen i denne Operation er, at den første Del af de frie Funk- 
tioners Række kommer til udelukkende at repræsentere de theoretisk givne Funktioner og 
kommer til at repræsentere dem alle. Det er hverken tilladt at glemme nogen theoretisk given 
Betingelse imellem Iagttagelserne eller at blande de theoretisk givne Funktioner ind imellem 
dem, som man skal søge bestemte ved Iagttagelserne, thi kun derved opnaar man at fri- 
gjøre de theoretisk kjendte Funktioner fra de øvrige; derimod er det langtfra altid nød- 
vendigt at gjennemføre Frigjerelsen til komplet System, man kan udelade de med [do] 
repræsenterede udfyldende ligegyldige Funktioner. 

b) Idet de frie Funktioner opfattes som indbyrdes uafhængige Iagttagelser, maa 
lagttagelsesværdieme [ad], ... [b'o], saamange for hvilke der haves theoretiske Bestem- 
melser S(, , , . SB*, vige Pladsen for disse, og afgive i Principet kun Midlerne til at kritisere 
Theorien og de antagne Fejllove. 

Er nogen af de øvrige fundne frie Funktioner [c"i>], [d"'d\ direkte af Betydning, 
saa er derimod dens af Iagttagelserne følgende Værdi den, som man definitivt maa holde sig 
til, og paavirkes altsaa slet ikke af Udjevning og Theori; ellers maa de Resultater, man 
vil drage af Udjevningen, beregnes som lineære Funktioner af de kun iagttagne frie Funk- 
■ tiener og af de theoretiske Værdier % for [ao], S8' af [b'o] for de øvrige, 
saaledes findes for [ep] = ^a + /SB'+ [c"ol = U[eo], I 

for [do] = å% + <W+ d"[c"o] -I- [r'o-] = U\dø\, ] *^^* 

som udjevnede Værdier. 

Overhovedet findes den udjevnede, med Theorien stemmende Værdi for enhver 
Funktion af Iagttagelserne, ved at udtrykke den som Funktion af de frie Funktioner, og 
deri at erstatte Iagttagelse med Theori, saa langt denne naar. Navnlig er for de enkelte 
Iagttagelser, 

"' - ■'.('") I [J.17] + [Pi« + -psj;] + -[d-ix,! } . te^) 

og altsaa dens udjevnede Værdi 

, , , ( o,a . Kis' . ci'Ko] . dr\å"«'\ I ,,o> 

og følgelig simplere 

( ?I-[ao] , .,S'— [Ml 
„, = o*-|-^,Wp-[^^+*' -[i^ji] ). (59) 

som viser, at man til Udjevning af selve Iagttagelserne ikke behøver at drive Funktionernes 
Frigjørelse videre end til de theoretisk givne. Af Iagttagelsernes udjevnede Værdier kan 
man dog beregne den udjevnede Middelværdi for en hvilkensomhelst Funktion, dersom 
man har undladt at opstille den særiigt i Skemaet. 
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c) For at beregne Middelfejlene paa de udjevnede Værdier, maa man bemserke, 
at Systemet [ao], [b'o], [e"o] og [(T'oJ's Egenskab af frie Fimktioner bevares, idet man 
for nogle af dem sætter theoretiske Værdier, dog saaledes at de efter Udjevningen faa o til 
Middelfejl. Saaledes medfører {57), at 

,,([,[■'■>:) - m.] 1 

og (53), at 

>.'^-Mo.)y[fJ^^^ + ^;ri]}■ (6.) 

Heller ikke af Hensyn til disse Formler er det dog nødvendigt at beregne e", d"" o. s. v., 
at gjennemføre Frigjørelsesprocessen ud over de theoretisk givne Funktioners Omraadc; 
kun maa man paa en eller anden Maade sørge for, at alle Funktioner, hvis Middelfejl 
efter Udjevningen man har Brug for, frigjeres for Afhængigheden af de theoretisk givne 
Funktioner, og at man kjender Koefficienterne af de Dele af dem, som efter (50) ere lineære 
Funktioner af disse, en Fordring, som i Reglen kun for selve Iagttagelsernes Vedkommende 
kan fyldestgjøres paa simplere Maade end ved Optagelse i Skemaet. Ved Benyttelse af 
de iagttagne Funktioners Middelfejl før Udjevningen, men tillige med hine Koefficienter ;•, f, 
^. ^t ' (57) og almindelig k og k, som nødvendigvis maa bestemmes, haves nemlig 

;,(£/[«<.]) - [,'i,]-r'la'x,]-^'[b-x,]. 

og almindelig vil, naar O — A[ao] + k[b'o\ -\- /[c"o] + in[d"'o], Middelfejlen .beregnes ved 
i,C(0) - i,(0)-(/.'[a'i,] + i'[TO,]). (62) 

Men for selve Iagttagelsernes Middelfejl efter Udjevningen haves ifølge (54) og (61) 

;,(.,)- iM - (i,(o,))' j p^j + 1^ j . (63) 

Ved Udjevningen vindes, som disse Formler vise, almindelig en Formindskelse af Middel- 
fejlene. Men efter Udjevningen ville de forbedrede lagttagelsesværdier m ikke i Alminde- 
lighed være indbyrdes frie ; thi vel ere baade de iagttagne og udjevnede Funktioner [ao] . . . 
[d'"o] Me ligesom o,- men Forandringen i de udjevnede frie Funktioners Middelfejl forandrer 
Betingelsen for at Funktioner af de frie Funktioner selv skulle være frie. 

d) Af Ligningerne (59) findes, idet [abi] = o, ved Kvadrering og Addition 

[ (".-■ ».)' | (g-w)' , (»-[yo])' 

De enkelte Led i denne Ligning ere altsaa Forholdene, hvori kvadrerede Differenser 
mellem de iagttagne og udjevnede Værdier, de frie Funktioners iagttagne og theoretiske 



(64) 
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Værdier, staa hvert til sit tilsvarende Middelfejlskvadrat, Det er de Tal, som danne Grund- 
laget for Prøveisen af Theori og Hypothese, for Fejlkritiken. 

Hvor virkelige Iagttagelser eller frie Funktionér sammenlignes med de rent theore- 
tiske Værdier, som, hvis Hypothesen er rigtig, skulle være Middeltallene ^, i deres Methode- 
fejllove, maa Differensernes Kvadrat gjennemsnitlig være lig med MethodefejUovenes Å^, 
som i disse Forhold er gjort til Nævner. I Ligningen (64)'s højre Side maa altsaa hvert 
Led i Gjennemsnit have Værdien i, og da disse Leds Antal er Antallet af de theoretiske 
Betingelser, m, maa højre Side af denne Ligning nærme sig til w, hvis Hypothesen skal 
kunne opretholdes. Men Ligningens venstre Side har flere, », Led af lignende Form, 
et for hver af de virkelige Iagttagelser, hvert af disse Led maa altsaa gjennemsnitlig være 
mindre end i, naturligvis fordi Differensen i Tælleren her ikke er imellem rent theoretiske 
Værdier og Iagttagelserne, men mellem disse og de udjevnede Værdier, paa hvilke for- 
uden Theorien ogsaa Iagttagelserne have Indflydelse, og som ikke ere indbyrdes frie. 

Det er ofte vigtigt at vide, hvilken Værdi hvert af Leddene ^ ' . *^ bør have, for 
at Theori og Hypothese skal kunne opretholdes, og man kan ingenlunde altid hertil an- 
vende Tallet — , som er den endelige GJennemsnitsværdi af alle Leddene i venstte Side 
af (64). Hvis de Formler, hvorefter forud for hele Udjevningen Iagttagelsernes Middel- 
fejlskvadrater Xi{oi) ere beregnede, efe saaledes givfie, at de ikke indeholde nogen ubekjendt 
Konstant, kan en Hypothesen bekræftende Fejlkritik bygges paa de theoretisk bekjendte 
frie Funktioners Overensstemmelse med deres iagttagne Værdier, paa at 



- + --- + '-^^-'"±''"- (*5) 



(«-[°°])' I , O- [>•-])' 

[«'^] +•■•■+ [y>i] - 

Er derimod denne Prøves Udfald utilfredsstillende, saa at man gjennem nærmere Betragt- 
ninger af -Afvigelsernes Karakter maa søge Oplysning om, hvorledes en bedre Hypothese 
skal dannes, eller indeholde de anvendte Åt(oi) ubekjendte Konstanter, hvad der i Praxis 
er overordentlig hyppigt, da man jo langtfra altid har rene Gjentagelser nok til deraf at 
beregne Middelfejlene, eller bliver der endelig Spørgsmaal om Fejllovens Afvigelse fra den 
exponentielfe Form, saa er denne ene summariske Ligning ikke fyldestgjørende , og saa 
beror Muligheden af de nødvendige Konstantbestemmelser og af Prøvelsen især paa den 
Omstændighed, at nian let nok for hver enkelt Iagttagelse kan beregne ikke blot Å,(vi) 
og ii(oi), men ogsaa Åi{ot~Ui). Da nemlig i Ligningen (59) for vi — o* ?[,... S' ere 
theoretisk givne Værdier, vil 



A(o,-«,)-y,W)'l 



_«1_\ 



altsaa ifølge (63) i,(<i, — n) — ,1,(01) — ,1,(11,), 
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og følgelig vil Gjennemsnitsværdien af det enkelte Fejlkvadrats Forhold til Iagttagelsens 
Å,ioi) være 

(!^^_i_Mf^ frø 

For ganske isolerede Enkeltiagttagelser kan man dog ikke stole paa denne Be- 
stemmelse, hvis Usikkerhed er meget betydelig; men man har det herefter i sin Magt 
at dele lagttagelsesrækken i vilkaarlige Afdelinger og anvendp Kvadratsumsprøven 

■ 2'^^f-2{'-m) <*'> 

paa hver af dem, og herved vil man kunne skaffe sig det nødvendige til Bestemmelse af 
ubekjendte Konstanter i Xtioi) og derudover til Hypothesens Prøvelse. Saalænge det 
imidlertid ikke er bevist, at de enkelte - *,; - '< tø"" betragtes som indbyrdes uafhængig 
iagttagne overfor Konstantbestemmelser og Udjevninger, som angaa Middelfejlskvadrateme, 
saalænge bør man være varsom med saadan Spredning af Kvadratsummen og saavidt 
muligt altid kun foretage den, hvor lagttagelsesrækken naturligt deler sig i Underafdelinger 
nied væsentlig forskjellig Karakter (f Ex. qvasi-systemattske Fejl), 
e) Hvis Kvadratsummen 

[ (■^-< 1 _ vM- W 

ved en rigtig regnet Udjevning — selve denne Ligning er Prøve paa Regningens Rigtighed 
— viser for stor en Værdi, vil det være forgjæves at søge den formindsket ved i Stedet 
for m'eme at sætte hvilketsomhelst andet System af Værdier vt, som opfylder de theore- 
tiske Betingelser. Det her fundne System u,- har nemlig den Egenskab at gjøre denne 
samme Kvadratsum til Minimum. Efter denne Egenskab, som hidtil altid er anvendt 
som Udjevningens Princip, har hele Methoden sit Navn: mindste Kvadraters Methode. 

Ifølge en af de forudskikkede Hovedsætninger, Ligningerne (54), om frie Funk- 
tioner har man nemlig identisk for hvilkesomhelst Vf 

([...] -M)- ([y.]-[yo])' I ([£■„] - [éc-o])- 

[a'x,] + [4"';.] + ■•"^ "[<i"=^,] 
[«(»-.)]' m'-')]' I .m—Æ [ (■'-')' ] 

men skulle her tv opfylde de theoretiske Betingelser, 
[00] - a , 

[f.] - sy, 

da er den eneste og absolute Minimumsbetingelse ifølge Sammenligning med (64), at 
yderligere 
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[<J-.]-K'.], 

hvorved alle de ikke konstante Led i Identitetens første Linie bringes dl at forsvinde, men 
da maa for Minimum haves i/,- -= rj. 

f) Som Exempei paa en Korrelatudjevning kunne vi behandle det Tilfælde, at 
der foreligger indbyrdes uafhængige Maalinger af alle Afstandene mellem 4 Punkter paa 
en ret Linie. Hver af Maalingerne forudsættes udført med Middelfejlen I 3q. Mellem de 
sex Iagttagelser, som vi kunne betegne med dobbelte Indices efter Endepunkterne, 



bestaar der da theoretiske Relationer, som naturligst tilbyde sljg i 



= oi,- 



-Oii — Om = 



O = o« — 0|4 + 0m "= Oli, 
O = 0j4 OjJ Oj4 ^ fOi . 

Idet vi nu undlade at benytte den iøjnefaldende Afhængighed imellem disse Ligninger, at 
ikke blot i Theori men med vilkaarlige Iagttagelser (V| + a'i + cg + <», "=0 danne vi 
da Skemaet 

Koefficienter 






_L 



1 



Kvailrat 




9? - 


-3? -35 -3J 


-3? 


9? -3} -m 


-33 - 


-39 9? -33 


-3? - 


-33-39 93 



r--i 
å--i 



Da der ikke særlig er spurgt om Udjevningsresultateme for nogen anden Funktion end 
selve Iagttagelserne, kunne vi nemlig her give Afkald paa Systemets Kompletering og 
indskrænke Skemaet til det nødvendigste; idet saa øverste Linie multipliceret med ^, y 
og å trækkes henholdsvis fra 2den, 3die og 4de, udkommer 



. + - 


^.|— T — T 


1 T 


—1 





83 


-49 


-43 


.+' 


-<".' T i 


-1 1 





1 


-43 


% 


-45 


-I-' 


-». T— ;- 


°-i 


1 


— 1 


-43 


-43 
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Ved Frigjørelse for anden Funktion faas heraf 
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6? -6? 



i + T" 



-69 +65 i J". 



Og her røber nu næste Frigjørelsesoperations identiske Nullitet den oversete Afhængigiied 
mellem Relationerne. Med Benyttelse af de øverste Linier i hver af Skemaets Afdelinger 
har man nu ifølge (59) 

.(-l)-i(<», + J<».). 

■ o ~|(<., + J»,). 

■ 1 -!(<». + *<».)■ 

■ o -W. + i",)- 

■ o -IK + 1«.). 



"il = Oli — ^<o^ 

»u = Oh — i«! 

ttu = oit — ^a, 

«M = Ok — j <»i 

Vu = Ou — ^a 

' «M = Om — i*u 

Indssettes heri Udtrykkene for ( 

heds Skyld 

4*1 = 



I -!(«». + *«>. + !"'*) 
-1 -iK + 4"'» + i«'«) 



(i), 
(-i), 

(4), 
(-i). 

(O- 



I og «», ved Iagttagelserne, og sættes for Simpel- 



4*. 



— "1« Ojj - 

+ OI1 



+ 0a — ou 

4*4 ^ + Ol* + 0*4 + "m , 

hvorefter «,, «,, x^ og æ, ville være Punkternes Abscisser, regnede fra Tyngdepunktet, er 

«,1 = a, +Æ, 

"H — «l + *B 

Uh ^ — Æ, + *4 

Um = — «, +a!4 

«w = — *8 + ** ■ 

Ifølge (63) er dernæst 

/»(".=) = 3?-9.( 1 )*-S9(-«)'-|?( o)* = I?, 
-».{".i) = 3?-9.(-0'-|?(-é)'-|?( 1 )* = f?. 
^,(".0 = 3?-9.( o)*-|9{-i)«-|?C-l)* = I?, 

^«("») = 3?-9-( 1 )*-i3( n'-5?( n* = I?. 

At(««)-39-9.C o)*-|9(-i)''-S9(-i)' = |y, 

^iK) = 3? — ?.( o )» — !?{ o )* — i?( 1 )* = fg. 

Dette Resultat kunde ievrigt forudses paa Grund af Symmetrien mellem Punkterne; da 

der er 3 Betingelser mellem 6 saadanne Iagttagelser, maa Middelfejlskvadratet for dem alle 

ved Udjevningen gaa ned til det Halve, 
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Denne Behandling af Opgaven er imidlertid ikke den eleganteste, men netop der- 
for mere oplysende for visse Enkeltheder end følgende, der beror paa et meget simpelt 
men desværre ikke almindelig brugbart Kunstgreb, og som til Gjengjæld kan illustrere 
andre Enkeltheder, naar vi stille os til Opgave at søge Udjevningsresultatet for den al- 
mindelige lineære Funktion [ao] af de sex Maalinger. Man burde her som de theoretisk 
givne Funktioner have valgt tre ikke identiske Summer af to,, <nt, (Of og ta,, altsaa 

O = Oli — Ou-^-Oa + Om 

o = 0|i — Ois + Ow — Om 

O =- o,t — 0,4 — Om + o»» 

foruden den omsp'urgte Funktion 

[ao} — OiiOit -f- 0|gOi» + auO|4 -|- oesOtg -)- omOm + o« o« . 
Skemaet bliver da: 



irl Iagttaget 

O« — ou-\-on + OM 

Oti — 0,f\-OM — Ott 
0,t — Om — Ott-|-OM 



Koefficienter 



"ij 0(j ff|4 ojj oj4 Om 



Kvadrat- og Produklsummer 

12? O O 3{oit-aui-au+ott)q=Ai 

O 12q O 3(°i»-«U+<'m-Ow)3'=^» 

A, A^ A^ Z[aa]q 



De tre theoretisk givne Funktioner ere da strax indbyrdes frie, og Frigjørelsen af 
den omspurgte [ao\ itan derfor ske paa en. Gang ved Subtraktion af Skemaets tre første 
Linier, multiplicerede med fi ™ j ('*n~"i« + "^m + "»*), f = ^ (»u — on-f om — »m) og 
3^^ ^(a,j — a^t — om + oh) alt fra den Qerde Linie, som, atter med Indførelse af Ab- 
scisserne ar,, *„ jEg og X,, giver 

(—0,1 — 3,1 — an)a'i + (aii — o«» — ''M)a^ + (aia + a» — aM)«» + (a,4 + OM + ffM)'4 = U\ao\ 
med Middelfejlskvadratet 

39([aa]— JC<iis—aw + Om 4-<'M)*—i(aii—ai» + Om— Om)*— U''"»—<^» —<*»+<'«)*}= h^\ao\ 
eller 

}g((— 0,1 — o,j-0i4)» + (o,i~o» — OM)*4(oia + oa — 0«)* + (o,4 + Ol4^-aM)*)=^»t/M■ 
Af de to Udtryk for .1, ^[oo] kan man aflede Betingelserne for, at [ao] skal høre 
enten til de theoretiske Betingelsesligningers Funktionssystem eller dl det af disse frie 
System, som ikke paavirkes af Udjevningen. I første Tilfælde maa Xi(J[ad\ = o og 
altsaa 



-Oli — an — 0|4 



= o. 



"ii — «ti — a»4 — O, 

ffis + OM-— ''»4 = o, 

og aw-t-aM + a« = O, 
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af hvilke hver kan afledes af de tre andre. I andet Tilfælde maa Udjevningen ikke have 
formindsket Middetfejlene paa [ao], altsaa er X^Vlao] = ^,[ao] = 3g[aa], følgelig 

ait — ati + aK + an = O, 

0(1—0,8 + 084 — Om = O, 

og o,»— 0,4 — oa + ojé = o. 

Disse Betingelser fyldestgjares f. Ex. af de for Simpelheds Skyld som Funktioner af Iagt- 
tagelserne indførte Abscisser «,, *,, asg og x, ; og disses fælleds Middelfejls Kvadrat findes 
at være ^,(x) = ^»j. Disse Abscisser ere ikke indbyrdes frie Funktioner. Saadan Frihed 
vilde have fundet Sted, dersom Abscisserne havde været regnede fra et viikaarligt Be- 
gyndelsespunkt og ikke fra Tyngdepunktet, under Forudsætning af, at Tyngdepunktets 
Abscisse o da uafhængigt af Længdemaalingeme havde været iagttaget med en Middel- 
værdi ^,(0) = o, og at ^,(0) = 3^. 



X. Elementudjevning. 

Dersom Iagttagelsernes Theori er given i den Form, at Middeltallet ij(oi) for hver 
Iagttagelse skal være en given lineær Funktion af ubekjendte og søgte Elementer, der 
forekomme i et Antal n — m, som almindelig er mindre end Iagttagelsernes, n, saa bliver 
der af Bekvemmelighedshensyn Brug for en modificeret Udjevningsmethode , som man 
kalder Elementudjevning. 

Ere X, 1/, ... z de søgte Elementer, Ligningerne altsaa af Formen 



■'■(»l) —?! * + ?■»+ • 


.. +r,z 


il (p.) — pix +qtlt + ■■ 


. + n» 


■liW — ?.« + ?.> + ■■ 


■ + r.z 



\m 



med n(n — m) theoretisk givne Konstanter p, . . . r„, ser man vel, at Udjevningen kunde 
foretages som Korrelatudjevning , idet man ved et viikaarligt Udvalg af Ligningerne (67) 
bestemte *, y, ... z som Funktioner af n — m Iagttagelser, ved Indsættelse af disse Ud- 
tryk i de øvrige Ligninger bragte disse paa den simple Form, som Korrelatudjevningen 
kræver af sine theoretiske Betingelsesligninger, og endelig optog de explicite Ligninger for 
Elementerne i Udjevningens Skema. Saaledes maatte man lorholde sig i de alier almin- 
deligste {baade Korrelat- og Elementudjevningen omfattende) Tilfælde af Udjevning efter 
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mindste Kvadraters Methode, nemlig i saadanne, hvor der i Stedet for de venstre Sider i 
Ligningerne (67) havde staaet givne Funktioner af indtil alle n Iagttagelser. I slige Til- 
fælde, som man heldigvis i Regelen kan undgaa, kunde man blive tvungen til at trans- 
formere Iagttagelsernes hele System til et komplet System af n frie Funktioner. Af de 
oprindelige Ligninger kunde man da kun beholde det til Elementernes Bestemmslse netop 
nødvendige Antal n — m Ligninger [c'o] =f^ fii"", y ... 2) i foreløbig uforandret Form, de 
øvrige maatte ved Elementernes Elimination omdannes til et System af m theoretiske Be- 
tingelsesligninger [ao] -= o. Af disse to Systemer maatte dernæst i Henhold til Ville, ^ 
og ;-, det førstnævnte [i/o] frigjøres af det andet [ao] og erstattes med n — m af Theoriens 
frie Ligninger [c o] = f(x, y ... 2), i Henhold til hvilke Elementerne kunde beregnes efter 
deres iagttagne Værdier uden theoretiske Forandringer. Men i begge de specielle Tilfælde 
er dette kun en unødig Omvej. Ved Korrelatudjevningen ere Ligningerne [ao] = o givne 
og det hele reducerer sig, forsaavidt ingen Elementer eller andre Funktioner skulde be- 
stemmes, til dette Systems indre Frigjerelse; og ved Elementudjevningen indfører den 
specielle simple Form af Ligningerne {67} et Middel til uden virkelig Fremstilling af de 
theoretiske Ligninger [00] = o, at opstille Funktionerne [co] i en saadan Form, at de 
blive frie af [ao] og saaledes slet ikke paavirkes af Ombytningen af disses iagttagne Vær- 
dier med Theoriens Værdier [ao] = o. 

De ved Elementernes Elimination «f (67) opstaaende theoretiske Betingelsesligninger 
maa være lineære og have Formen 

[ai,(,)] _[»„]_ o, 

Og skal en saadan Ligning være fremgaaet ved Elementernes Elimination i (67), saa viser 
Identiteten 

[ao] = [ap]^-\-[ag]y + ...-\-[ar]^, 

at . [ap] = o, 



[ar] = O 
maa gjælde; omvendt vil ethvert System af n Værdier a, som opfylder disse Ligninger 
kunne betragtes som hørende til de theoretiske Betingelsers System. Saadanne Ligninger 
[ao], for hvilke den theoretiske Værdi o var given, vilde altsaa ved en Korrelatudjevning 
være at stille i Spidsen. I anden Linie vilde m^i der sætte saadanne Systemer af Funk- 
tioner [co], brugelige til Elementernes Beregning, som vare frie af hine og skulde bestemmes 
alene ved Iagttagelser. Ved Elementudjevningen omgaar man Koefficienterne 
a for direkte af p, . . . r, at bestemme Koefficienterne c i de Funktioner, 
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som ikke afhænge a^ det theoretisk givne, mén kun af Iagttagelserne. Men 
skal en Funktion [co] være fri af alle Funktionerne [ao], maa for alle a 

[««« - o, 
være identisk med ["p]?* + [■"9]^ + . . . + [ar]w =- O, 

altsaa maa ^ = PJt±S'.^± --fjl^ 

for et eller andet System af Værdier for yi, (6, ... <o. Omvendt ville saadanne ci som 
disse, gjøre [co] 'fri af enhver [ao]. Enhver saadan Funktion [eo] vil altsaa være at 
beregne umiddelbart efter Iagttagelserne uden Hensyn til de theoretlske Betingelseslig- 
ninger [ao], som man saaledes undgaar at specificere. Det simpleste fuldstændige System 
[co] er følgende, der fremkommer ved af ^, {^ ... o at sætte én = i , de øvrige = o : 



m 



!! + ■■■- 
« + ■■■- 



lT.l - Kl 



• + [!-1*+- + [?l 



(68) 



Og dette vil omfatte lige saa mange Ligninger som der er ubekjendte Elementer og altsaa 
almindelig være tilstrækkeligt tit disses Bestemmelse. Og netop til den ene rette Bestem- 
melse, thi medens Theoriens Fordringer ere fyldestgjorte, saasnart der blot gives hvert af 
Elementerne én Værdi, stemmer denne Løsning og kun den med det Iagttagne i alt, hvad 
der i Iagttagelserne er frit af Theorien. For enhver anden Funktion, som ikke hørte til 
Klassen [co], skulde den iagttagne Værdi korrigeres i Henhold til Theorien; kun [co] blive 
uforandrede ved Udjevningen. 

a) Da Ligningerne (68) give det fornødne til Elementernes Bestemmelse paa den 
eneste Maade, som fuldkomment tilfredsstiller Iagttagelsernes berettigede Krav, have vi i 
dem hele Elementudjevningens Grundlag, Skemaet for en Elementudjevnings Udførelse 
anlægges ved Beregning af Koefficienter i (68) og opstilles bedst netop i Form af disse 
Ligninger. 

Det er vigtigt at lægge Mærke til, at Koefficienterne i disse Elementudjevningens 
principale Ligninger umiddelbart ere de Kvadrat- og Produktsummer, som angive Middel- 

fejlskvadrateme og Frihedskjendetegnene for Funktionerne K^ , 7- , ■■■ 7^ , nemlig 

(69) 



(fé]) = 
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medens \j\ =- o vil vise, at \- - er fri af i- . Hvis alle disse Produktsummer for- 
svinde, bestemmer hver Ligning sit Element som iagttaget frit af de andre og med Middel- 
fejlskvadratet, 



Men i Almindelighed vil man ikke have de enkelte Elementer selv, men kun visse Funk- 
doner af dem som frit iagttagne, det bliver da for Middelfejlsbestemmelser af vilkaarlige 
Funktioner af Elementerne nødvendigt at erstatte Elementerne og Ligningerne (68) med 
frit iagttagne Funktioner og de dertil svarende Ligninger,- men dette kan ske ved selve 
Løsningen af disse Ligninger. Man kan nemlig altid som frie Funktioner opstille én af- 
hængig af indtil alle n — m Elementer, én, hvori ét, én, hvori to o. s. v. Elementer mangle. 

Vælger man f. Ex. 1^ til at være den første af disse frie Funktioner, saa staar 
den i saadant Forhold til Elementet æ, at det bør være dette, som skal elimineres af de 
øvrige Funktioner, og dette bør gjøres saaledes, at første Ligning (68) multipliceres hen- 
holdsvis med 

og trækkes fra hver af de øvrige ; hvis man da skriver 

q — ^p = g', ... T^top — /, (71) 

vil der, (smlgn. den tilsvarende Operation ved Korrelatudjevning (55 a, b, c)), fremkomme 
følgende af ^ frie Funktioner og Ligninger 



fél= 


K)-- 


• + 


ra- 


e]= 


KtI'-- 


■ + 


B' 


«-[^ 


1 , fordi 






m- 


= [f]- 


K] 


= 



(68 a) 



Her er nemlig f. Ex. 



Udvælges derpaa f Ex. U- til Frigjørelse, elimineres y ved dennes Multiplikation med 



u,j 
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o. s. V. 
faas til sidst som indbyrdes frie Funktioner og Ligninger 



££! 



\få 



m 



=[fi«+ 



P3 



y+- + 



Kk- 



\a, 



''(M)- 



-m)' 



(72) 



(73) 



b) Med Tilvejebringelsen af disse Ligninger (72) er det fælles i enhver Element- 
udjevning udført; men hvis man ikke ved Held eller Behændighed i Valget af Fremgangs- 
maad^n herved har opnaaet, at alle de Elementer og Funktioner af Elementerne, som 
interessere saa meget, at man vil kjende baade deres udjevnede Middelværdier og Middel- 
fejl, forefindes umiddelbart givne i dette System af Ligninger, da maa man ud herfra for 
hver Funktion, F = Ax+ By -{- .. . + Dz, som har saadan Interesse, udvikle F som 
Funktion af de frie Funktioner 



F = 



altsaa beregne Koefficienterne <. 



.££ 



Åt\. 



.+* 



;/"oi 



, . . . å ved Ligningerne 



■[?:l-(?l^--E 



derved bestemmes saa Middelværdien ved (74) og Middelfejiskvadratet ved 



(74) 



(75) 



(76) 



Denne Methode til Anvendelse af Elementudjevningens Resultater (72) og (73), vil 
man især anvende i saadanne Tilfælde, hvor man har omgaaet en besværiig Korrelat- 
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udjevning med næsten lige saa mange m theoretiske Betingelser som Iagttagelser n, ved 
at betragte n—m af Iagttagelserne som Elementer, hvoraf de andre vare theoretisk givne 
Funktioner, og saa udjevne ved Elementudjevning. Omvendt vil man jo bruge Korrelat- 
udjevning for Elementudjevning, hvor m er iille i Forhold til n. 

Men i egentlige Elementudjevningsopgaver vil ikke blot en enkelt Funktion af Ele- 
menterne, men som oftest hele Elementsystemet og undertiden endnu flere Funktioner af 
dem være at bestemme, og da bliver Arbejdsmaaden efter (75) uhængs^tsmæssig. I saa- 
danne Tilfælde bør man beregne alle Elementerne a-, y . . . z af (72), men helst, og ube- 
tinget, hvis Middelfejlene skulle bestemmes, foretage denne Beregning ikke med Talvær- 
dierne men med de algebraiske Betegnelser for Ligningernes venstre Side, de indbyrdes 
frie Funktioner af Iagttagelserne; saaledes altsaa at man ved Koefficienternes Beregning 
faar alle Elementerne udtrykte som Funktioner (74) af de frie Funktioner, disse Udtryk 
blive da at indsætte i de øvrige F ^ Air -\- Bæ + ... Dz for at bringe ogsaa dem paa 
Formen {74), hvorefter saa den numeriske Beregning af Middelværdierne og efter (76) af 
Middelfejlene kan udføres. 



c) Dette .Arbejde kan dog ved talrige Gjentagelser let blive meget byrdefuldt. 
Langt lettere er det af Ligningerne {72), numerisk at bestemme x, y . .. z eller rettere 
disse Elementers Middelværdier, og heraf kan man da beregne de udjevnede Middel- 
værdier for enhver Funktion af Elementerne navnlig Iagttagelsernes udjevnede Værdier Ui, 
men ad denne Vej opnaar man ikke Kjendskab til Middelfejlene efter Udjevningen. Dette 
Forhold bliver især trykkende i saadanne Udjevninger, hvor en Fejlkritik skal foretages, og 
da navnlig hvor X^ioi) kun have været givne som afhængige af ubekjendte Konstanter, 
der, som vi have set ved Korrelatudjevningen (IXd), kræve Bestemmelser af partielle 
Summer, ^ , , , , til hvis theoretiske Beregning >i.(wi) ere uundværlige. I dette Til- 
fælde, altsaa overfor selve Iagttagelserne, kan der dog opnaas nogen Lettelse; thi, naar 
F = Ol, bestemmes 

„ _ P' a il_ 



å —-, 



hi"') — P' 



P" 




1" 


T, 


+ 9i 


S 


V 




?'' 


u 




i. 



+■•■+><" 



(77) 
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og ;,(«() ^ 



p' ■ g- 



saaledes at man ved enkeltvis af hver Iagttagelses Koefficienter 

Pi, qt ... ri 
at beregne ^ . . . r! 



kan naa taalelig simple Regneregler. 

d) Da Elementudjevningens Ejendommelighed netop bestaar i, at man undgaar 
al detailleret Betragtning af de Funktioner, som baade ere iagttagne og theoretlsk givne, 
kan man ikke her som ved Korrelatudjevningen direkte prøve Theorieme om Middel- 
værdierne ved Afvigelsen mellem Theori og Iagttagelse paa et System af de frie \ao\ 
Funktioner. Men da t>egge Udjevningsmaader i Principet ere Identiske og man i begge 
kjender Differenserne U( — ot mellem de egentlige Iagttagelsers udjevnede og oprindelige 
Værdier, beholder Fejlkritiken sit Udgangspunkt i Summerne 

Og for den totale Sum, hvis theoretiske Værdi er m^Vim, kan man ogsaa her paavise 
dens Egenskab af Minimum (og dermed føre KontroJbevis for Methodernes Identitet), og 
give bekvemme Formler til denne Kvadratsums Beregning, ikke blot direkte af Iagttagel- 
serne men ogsaa formedelst Elementerne eller de frie Funktioner. For hvilke som helst 
Værdier af :r, y . . . « og de dertil svarende Værdier n for de iagttagne Funktioner haves 

[^] = ['^'"^= -■"-] = 



^\ih+- 



Ved Differentiation med Hensyn til ar, y ... « findes Betingelserne for Minimum ganske 
stemmende med Elementudjevningens principale Ligninger (68). 
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Forudsættes disse at \ 



! opfyldte, f 



Utl 



I var udjevnede Værdier, da er 
■■-\'A'. (80) 



som altsaa kan bruges til Beregning, naar man foruden de tidligere krævede Produkt- og 
Kvadratsummer yderligere har beregnet -r-l , og forudsat, at man vil gjennemfare Udjev- 
ningen ogsaa til Beregningen af selve Elementerne x, y . . . z. Man kan imidlertid be- 



(72). Samtidig med, at man ved Koefficienterne p ... at udfører Frigjørelsen, kan man 
nemlig eliminere a-, y ... 2 af (68) og (80), *'s Elimination giver 



m 



= l£l- 


7 


-K1--E1 



den fortsatte Elimination giver 

[(£=^'1 = I 



[■l.l 



P' 




^0« 




if 




•1. 




p' 




»" 




•1. 




i. 





(81) 



hvori hvert enkfelt Led viser, hvor meget hvert Led i Ligning (77), som udtrykker I^- 
tagelsen som Række efter frie „Udviklingsfunktioner", bidrager til at nedbringe Fejlresternes 
Kvadratsum. 

e) I Almindelighed ville alle Elementerne bestemmes ved Udjevningen. Det er 
kun i ganske specielle Tilfælde muligt, at Ligningerne (68) kunne give helt ubestemte Resul- 
tater, saa at en eller flere af Ligningerne (72) reduceres til Identiteter. Determinanten af 
Koefficienterne i (68) kan efter en velbekjendt Sætning skrives som en Kvadratsum af 
Determinanterne for hvilkesomhelst Kombinationer af n—m af de oprindelige Ligninger 
(67) med positive Faktorer. Det er altsaa kun, naar alle de enkelte Iagttagelsers Udtryk 
som Funktioner af Elementerne havde kunnet fremstilles lineært som Funktioner af færre 
Elementer, at Ubestemthed kan indtræde; altsaa i saadanne Tilfælde, hvor man ved at 
foretage Udjevningen gjennem en Overførelse til Korrelatmethoden, vilde have været ud- 
sat for at glemme en af de theoretiske Betingelser. I Elementudjevningens Form medfører 
dette Undtagelsestilfælde dog ikke nogensomhelst anden Skade, end at man ikke faar 
andre Elementer bestemt, end dem, som det er muligt at bestemme med de gjorte Iagt- 
tagelser. Selve Frigjørelsesoperationen til Formen (72) udskiller de overflødige Ligninger 
og overfører dem fra det iagttagnes til det theoretisk givnes Klasse; og man finder af 
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Ligningerne (72) alle de Funktioner af Elementer, der kunne bestemmes, og med hvilke 
Iagttagelserne staa i Afhængighedsforhold. 

Ja man benytter endog kunstigt fremkaldte Ubestemtheder gjennem Tilføjelse af 
et Element, for hvilket man tilsidst indsætter Værdien o, til at skaffe sig en virksom Kon- 
trol med Rigtigheden af de noget lange Regninger. Et saadant Element behøver blot at 
indsættes i alle Ligninger (67) multipliceret med en Koefficient, til hvilken man maa vælge 
en let beregnelig lineær Funktion af de øvrige Elementers Koefficienter p, g . . . r; man 
har da hele Regningen igjennem let anvendelige og skarpe Prøver. En ufrivillig Ubestemt- 
hed giver ikke ganske samme Fordele, 

Ligesom man i den exakte Mathematik undertiden indforer overtallige Ubekjendte 
for at give Ligningerne og Løsningerne en mere homogen eller symmetrisk Form, saa- 
ledes ogsaa ved mindste Kvadraters Methode og særlig ved Elementudjevningen. Gjennem 
Indførelse af overtallige Elementer bliver man ikke sjældent istand til at give Lignin- 
gerne (67) og derigjennem (68) forholdsvis simple Former, som ogsaa afset fra den Kon- 
trol, der vindes, lette hele Regningen. Og man har det ikke blot i sin Magt at fjerne 
Ubestemtheden, naar man vil, ved at tillægge de overflødige Elementer vilkaarlige Værdier; 
men man kan ofte bruge ogsaa dette Middel til yderligere at gjøre Løsningen simpel. I 
denne Forstand kan der drages Nytte af, hvad man kan kalde de opdigtede Iagt- 
tagelsers Methode: vilkaarlige Ansættelser af baade Middeltal og Middelfejl for saa- 
danne Funktioner af Elementerne, som hverken ere iagttagne eller kunne udledes af de 
virkelige Iagttagelsers Udtryk i (67), men som behandles ganske som virkelige 
Iagttagelser. Naar saadan Opdigtelse loin anvendes til at raade Bod paa virkelig 
Ubestemthed, kan denne Methode ikke gjøre nogen reel Forandring i noget Udjevnings- 
resultat, som kimde opnaas ved de oprindelige ubestemte Ligninger. Og som Kjende- 
tegn paa, at Licentia poetica ikke er misbrugt i noget specielt Tilfælde, at der ikke er 
opdigtet andre eller flere Funktioner ai Elementerne, end Opgaven tillader, har man i 
Fejlkritiken følgende Kontrol. Naar O betegner en opdigtet Iagttagelse med den opdigtede 
Middelfejlskvadrat .1,(0), skal .efter Udjevningen U{0) = O og Xi{U(^0}) = >l,(0). 
Ifølge (66) faa altsaa saadanne Opdigtelser slet ingen Indflydelse paa de for Fejlkritiken af- 
gjerende Tal. 

f) Exempel I. Et Antal n Iagttagelser Or skulle udjevnes efter en første Grads 
Funktion af en Omstændighed r og med givne Vægte; altsaa under Forudsætning af, at 
deres Middelværdier i,ior) = x + i/r, og at (ij(or) = qr- Man har da 






og for hver Iagttagelse Koefficienterne 
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Bibeholdes første Ligning (med x's Koefficienter), og frigjøres anden ved Subtralttion af 
— : ^ Gange første Ligning, faas 

lidJj^LMIjlJ _ j,liiM Jsi og fo, „en enkdte Iagttagelse -L^L-W, 
følgelig TM f»^| _ p 






^,W- - 



m 



[9'\ 

Man kan her og i mange lignende Tilfælde erstatte hele lagttagelsesrækken med det lige 
nødvendige Antal, her 2, fiktive Iagttagelser. Thi et hvilketsomhelst Par indbyrdes frie 
Funktioner, uafhængige af theoretiske Betingelser, ville have Formen a-\-y^, og altsaa 
for r =■ — ikke være væsentlig forskjellige fra Iagttagelser af samme Art som de virke- 
lige. Betegnes da saadanne fiktive Iagttagelser med o' og o", deres X^ med / og q", og 
ere / og r" de tilsvarende Værdier af dep virkende Omstændighed, maa 

[9rJ q q [?,J j, q" 

UA «■+?■' [qr\ i^ q" 

M ■i ' q" 

t' eller r" kan vælges helt vilkaartig, men imellem / og )■" er der Involution 

forøvrigt finder man ved / eller r" Værdierne for o' eller o" og q' eller q" ganske som 
man ved r fandt v, og ^j(wr). Til r" = co svarer / =-'-^, hertil svarer som o' den 

forl fil '-^-' 

Værdi — : — , som fremgaar af den principale Ligning, der dannes med æ's Koef- 
ficienter. I grafisk Fremstilling er Ur som Funktion af r en ret Linie, Diameter til den 
Hyperbel, som angiver Grænsen for de efter MiddetfejlsbedømmeJsen antagelige Værdier 
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Exempel 2. Et Antal si Iagttagelser o,.« angive Tiderne for s Stjerners Passager, 
hver over de samme ( parallele Traade, Efter Tiieorien maa, da den nte Stjerne antages 
at passere en ideel Middeltraad i øjeblikket gn med den bekjendte Hastighed K, og mte 
Traads Stilling mod Middeltraaden bestemmes med f„ , 

hvor de s Værdier jj, og de ( Værdier /„ ere de søgte Elementer. Middelfejlskvadratet 
antages at være ens for alle Traade, men afhængigt gjennem Hastigheden af Forskjellen 
mellem Stjernerne 

A.K.) - ?.. tf) 

De « + ( Elementer g, og /« fordele sig her saaledes, at der i hver af Theoriens 
Ligninger kun indgaa to, kun ét ff„ og kun ét /«. Da disse Ligninger saaledes ordne sig 
i skarpt adskilte Rækker, ( Ligninger med ^,, ( andre med jr, o. s. v., bliver der An- 
vendelse for et ret vigtigt og næsten umiddelbart indlysende Theorem: Den Summation, 
ved hvilken Elementudjevningens principale Ligninger (68) dannes af de theoretisk givne 
(67), kan udføres partielt; og forsaavidt de theoretiske Ligninger i en eller flere Afdelinger 
ere ene om at indeholde et eller flere Clementer, kan saadanne Elementers Elimination 
ved den i {70) og (71) til (68a) beskrevne Frigjørelsesproces foretages lige saa vel fer som 
efter- Afdelingernes Sammenlægning. 

Danne vi her en Afdeling for'hver Stjerne, ville alle Elementerne g% kunne elimi- 
neres og frigjorte Ligninger for hver dannes forud for Sammenlægningen til de principale 
Ligninger for de øvrige Elementer /„. Af de theoretiske Ligninger for den nte Stjerne 
danne vi saaledes ved deres særskilte Sammenlægning de principale Ligninger 







<^.' , s. j_ f, , 


■ + ^ 



Ved Division af første Ligning (;•) med A, * og Subtraktion fra hver af de øvrige (^ eli- 
mineres g,, og denne øverste Ligning (^ frigjøres fra alle de øvrige, som ved derefter at 
summeres give følgende principale Ligninger for /„, idet Middeltallet o, = -""' - - '^"'^-^ af 

samme Stjernes Passage over alle Traade for Bekvemmeligheds Skyld indføres og j-^— = a, 
medens overhovedet [] betegner Summation af s ensartede Led med Indices n -= 1, 2 . . . *. 
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•■- T /--■ 


- t/' 


f /■ - 


..+5=i./.-. 


- T /' 


f/.- 


..-^/.-. 


..+'=i^- 



Kq« 



Om disse Ligninger er det let at se, at de ikke ere indbyrdes uafhængige, deres Sum er 
identisk = o, og sligt kunde forudses, da vore Iagttagelser umulig kunne bestemme Nul- 
punktet for fm og Nul-Tiden for <?„. Deres indbyrdes Frigjørelse frembyder ikke særlig 
Viuiskelighed , tvertimod, Formen af de frigjorte Ligningers højre Side bliver væsentlig 
uforandret, kun at der for ( kommer I — I, ... 2, i. Dog vilde en Gjennemførelse ad 
denne Vej være noget besværlig, og Regnereglerne vilde blive langt mindre simple, end 
de paa en anden Maade kunne vises at være. Antallet af de theoretiske Betingelser er 
aabenbart at — s — ( + i. 

En homogen lineær Funktion af /, .../(, som blot ikke maa forsvinde for 
/i = , . . = /f, kan her vælges vilkaarligt efter de opdigtede Iagttagelsers Methode. I 
Exemplet her ses det nu yderst let, at Antagelsen 

^.(0) =/, + .. .A + ..-./, og >,(0) =-^ (O 

derved, at saadan opdigtet Iagttagelse toges med ved Dannelsen af de principale Ligninger 
vilde omdanne Ligningerne (e) til det indbyrdes frie System 
\oa.i — Wnl o O 



'-q^ 



'ofx 



(7) 



Dette er Grund nok til at vælge denne Skikkelse af det opdigtede, og dermed bliver hele 
Systemet af indbyrdes frie Ligninger til 

' fiirl o - fii-1/., m - 1 ... I, fe) 



saaledes at man under denne Fiktion vil have 



J.(/.) ■ 



RI 
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til Beregning af Middelfejlene efter Udjevning paa enhver Funktion af /"eme og ^'eme. 
Specielt vii heraf for O's udjevnede Værdi U =• f^ +■■■+/( findes 

i,iV) - X,{0), og i.m- ~, - 1,(0) , 

saa at Udjevningen altsaa virkelig slet ikke har paavirket vor fiktive Iagttagelse. I .dette 
Kjendetegn ligger der tilstrækkeligt Bevis for, at vor Fiktion (C) virkelig har været alge- 
braisk helt liafhængig af Udjevningens Ligninger. Selvfølgeligt kan den da heller ikke 
have nogen Indflydelse paa nogen Bestemmelse, som kunde fremgaa af Udjevningen uden 
den. Vi ere derfor berettigede til at benytte Ligningerne (y) og (rf) som indbyrdes frie og 
med Middeifejl af de , angivne Størrelser til Beregning angaaende enhver Funktion af Iagt- 
tagelser og Elementer, som ikke er algebraisk afhængig af O. Saaledes findes for Diffe- 
renser mellem hvilkesomhelst to /'er eller to ^'er 



+ (^,) — ((W.i+-+0»'.t), 




Overhovedet er 



i,(",/, + ... + «./.)- rh « + •■• + "'>' 



saafremt blot a, + . . . + a, = o; og 

^.(',?,+ -.+M.) -yW?, +-.- + W9.), 

saafremt blot b^ -{-... + b, — o. Men ere disse Betingelser ikke opfyldte, da ere baade 
£ a/og Xbg afhængige af O, altsaa fuldstændig ubekjendte, hvorfor deres rette Middel- 
fejl da ville være -=• oo. For Iagttagelsernes udjevnede Værdier 

»». - i,K.) - g. +^ 

findes ligeledes uafhængig af O og som Funktion af indbyrdes frie Funktioner 

■*" Ti Y. I iS 

altsaa ved Indsættelse af selve lagtt^elseme og deres Middeltal v. 
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medens man for Middelfejlskvadratet faar 



l*-?l 



-f^'-^'a[ 



I det specielle Tilfælde, hvor alle Stjernerne have bevæget sig med samme Hastighed, eller 
almindeligere, hvor q, =• ^, er Uj- = ^r— , og da er , 

Med J,(iV") finder man som de theoreliske Værdier for — 



Til den summariske Fejlkritik har man derefter baade specielt og almindelig 

j'[ '°'"-7;-'' ] -('-■)(-■)■ 

Men af (x) kan man ogsaa meget let skaffe sig mere detaillerede Prøver, saaledes haves 
for hver enkelt Stjernes Passage ved Summation efter m 



\ 1 »'3 1 

Gjælder det om at undersøge, om den i Udjevningen antagne Afhængighed mellem Hastig- 
heden A, og Middelfejlskvadratet er rigtig, eller vil man sege denne Afhængig"hedslov 
rettet efter Udjevningens Resultat, maa man kræve disse sidste Ligninger fyldestgjorte, om 
ikke nøjagtigt for alle de » enkelte Stjerner, saa dog for saadanne større Grupper af 
Stjerner, der bevæge sig med nogenlunde Uge store Hastigheder. 
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Exempcl 3. En Fejllovsfunktion, som kun afviger lidt fra den exponentielle Form, 
skal udvikles i Række 

Der antages at foreligge Optællinger af, hvor mange Gjentagetsesværdier der ere faldne i 
hvert af en Række lige store konsekutive Intervaller, idet for hvert r<x<r+ i. Fore- 
løbig er der i Henhold til B, IVf, Ligning (20) og (20a) bestemt Middeltal m = /i, og 
Middelfejl n = V/i, for f(x) som en simpel exponentiel Fejllov. Man har taget m til 
Intethed og n til Enhed for Intervalgrænserne og derved bragt Fejlloven paa den simplere 
Form 

hvortil der i Henhold til (7) vil svare en lignende Række for de iagttagne Værdier af de 
bestemte Integraler imellem Fejlgrænseme 

efter hvilken Udjevningen skal ske. Middelfejlskvadraterne >!,, bar her bestemmes efler 
C, Vie, Ligning (18), som de {1^ = Å^, der svare til Sandsynlighederne — ~— for, at der 
af samtlige m -f ' Gjentagelser ere faldne Oi i paagjældende Interval ; men naar Inter- 
vallerne ere tilstrækkelig talrige, saa at Sandsynligheden for hver kun er liden, kan man 
uden mærkelig Fejl sætte Å^ proportional med e~i'^. Forudsætningen om Intervallets 
Lidenhed udstrække vi endvidere saa vidt (B,IVg), at man uden Fare kan sætte Integraler 
fra — 00 til -f 00 i de tilsvarende Summers Sted. 

Elementudjevningens Ligninger (68) antage ved Å^ = e^*" den meget simple Form 
[o.] = ViJrCo 
[—zo.\ = 1 ■\/2kc^ 

[{2«— 1)0,] ^ i.a.Va^c, 

[-(«*— 3«)f-] - i.2.3V2^cg 

o. s, V. , 

saaledes at Elementerne c^, c,, c, . . . ere frie Funktioner af Iagttagelserne. Havde man 
lagt Formen (8), hvor k, ■= (—1)" !«<;„, til Grund for Udjevningen, altsaa 

». -t.:--p!-/-c+^»'f ■■■. c-«-" 

Og skrevet [a'Oj] = t„, vilde man endnu simplere have fundet 
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O. s. V. 

Det er til denne Egenskab ved Fejllovsfunktionen at der er sigtet i Henvisningen Pg. 15. 
Det kan bemærkes, at ogsaa Regnereglerne for Udvikling af Fejllovsfunktioner efter Bino- 
mialkoefficienter og deres Differenser (Ligningerne (5) og (6)) bero paa, at Elementerne i 
denne Udvikling ere frie Funktioner af Iagttagelserne. 



XI. Om systematiske Fejl. 

Ved Slutningen af enhver Udjevning faar Fejlkritiken Ordet, hyppigst desværre 
dog kun for at frafalde sin Ret paa Grund af Opgavens Vankelighed. Dens væsentligste 
Middel er de Kvadratsummer, om hvilke vi ovenfor have vist, at man baade kan beregne 
de Værdier, de virkelig faa efter Afvigelserne o — u mellem Iagttagelse og Udjevning, og 
de Værdier, de burde have efter de theoretiske Forudsætninger, hvorpaa Udjevningen 
hviler. Det er let nok at benytte dette Middel til Fejlkritik i de simpleste Tilfælde, hvor 
man kan eller maa nøjes med at betragte Totalsummen ^ — - — '-I for alle Iagttagelserne, 
men rigtignok kan denne ene Prøve ogsaa kun give én Oplysning, nemlig om Uoverens- 
stemmelsens Gjennemsnitsstørrelse. I de Tilfælde, hvor Prøven falder ugunstigt ud, og 
hvor man saa maatte ønske at faa Besked om Fejlenes særiige Ai-t, for derefter at kunne 
dømme om, i hvilke Retninger Hypotheseme trænge til Forbedring, er dette aabenbart 
ikke nok. Betydelig vanskeligere er det som oftest at beregne flere saadanne Prøver ved 
Formlen (66a) eller (79) efter Deling af lagttagelsesrækken. Det er derfor meget værd, 
at der gives en anden Form for Prøven, med Hensyn til hvilken man ialtfald ikke kan 
klage over, at den giver for faa Oplysninger; nemlig Kritiken efter, om der viser sig, hvad 
man kalder „Gang i Fejlene." Efter at man har efterregnet de udjevnede Værdiers Af- 
vigelse fra hver enkelt Iagttagelse — og helst ogsaa de tiisvarende Middelfejl — inddeler 
og ordner man disse Afvigelser i Tabeller for saadanne Rækker af Iagttagelser, som ere 
samme Funktion af de varierende væsentlige eller bekjendte Omstændigheder og med disse 
til Argument Med Fordel kan man her anvende grafiske Fremstillinger i Tabellernes Sted. 
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Ved Anskuelse af disse Tabeller eller Tegninger maa man saa bedømme, om Fejlene 
synes at svinge tilfældig om det konstante o, og saa er alt vel; eller om der er Antyd- 
ninger tilstede af nogen Bevægelse eller Gang, der fremstiiler Afvigelserne som en nogen- 
lunde simpel Funktion af visse bekjendte Omstændigheder ved Iagttagelserne. Herved vU 
man naturligvis navnlig agte paa Afvigelsernes Fortegn. Positive og negative Afvigelser 
maa forekomme nogenlunde lige hyppig, da de forudsatte exponentielle Fejlloves Symmetri 
giver ligestor Sandsynlighed for positive og negative Fejl, og da dette i Reglen ogsaa 
maa gjælde om Afvigelserne imellem Iagttagelse og Udjevning endog i højere Grad end 
om egentlige Fejl. Med n ensartede Iagttagelser og m theoretiske Betingelser imellem dem 
maa man vente jn^iV'm positive Afvigelser. Ordnes hele Rækken af Afvigelser i én 
Tabel med en bekjendt Omstændighed til Argument, bør i denne Tabel Fortegns- 
skifter og Fortegnsfølger mellem Naboargumenteme være lige stærkt repræsenterede med 
K" — liVwi — 1) til hver, idet man, hvad Afvigelser, som netop ere ^ O, angaar, kan 
følge den Regel at regne hver saadan Afvigelse i sig selv for J Fortegnsskifte og J For- 
tegnsfølge og iøvrigt udelade dem af Optællingerne. Men det, der naaes ved disse Antals- 
prøver, er ikke for stort at regne ved Siden af Kvadratsumsprøven , og giver lige saa 
lidt som denne nogen Anvisning til at finde, hvor Fejlen er. 

Naar der er egentlige systematiske Fejl tilstede, altsaa naar man istedetfor den 
rigtigste Ligning 

O = Fiv^, V, ... H.) 

imellem Iagttagelsen og dens væsentlige Omstændigheder har udjevnet efter en anden 
Ligning 

o — G(«i, v, ... c), 

maa der vise sig Gang i Afvigelserne, nemlig en saadan, som afset fra tilfældige lagt- 
tagelsesfejl vilde repræsenteres af F(vi, p, .,.».)— G(u„ », . . . r,). 

For at rette saadanne systematiske Fejl ved Fejlkritikens Hjælp er man altsaa 
henvist til af Gangen i Fejlene at slutte sig til Forskjellen imellem Funktionerne F og G. 
Hvorledes man skal bære sig ad dermed, vil som oftest afhænge af Opgavens særlige Art, 
af den paagjældende Theori eller Hypotheses Stilling i sin Videnskab, og for saa vidt ved- 
kommer Spørgsmaalet ikke den almindelige Fejllære, for hvilken alle Theorier ere lige 
gode, som tilfredsstille Iagttagelserne lige godt. Her kan der kun være Tale om saadanne 
almindelige Methoder og Forholdsregler, ved hvilke man, gaaende ud fra, at den mislykkede 
Udjevning dog kan twtragtes som en Tilnærmelse, vil søge at forbedre den eller dog 
ialtfald fremstille Afvigelsen saaledes i Funktionsform , at dens Betydning kan blive mere 
overskuelig, end saalænge man kun kunde henvise til selve Afvigelsestabellen. 

Ved den hertil uundgaaelig nødvendige foreløbige Besigtigelse og Bedømmelse af 
Afvigelsestabellerne maa man først og fremmest være saaledes paa det rene med Middel- 
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fejlenes Størrelse og fortrolig med den lunefulde Maade, paa hvilken de enkelte Afvigelser 
gruppere sig efter den forudsatte exponentielle Fejllov, at man ikke altfor let fristes 
til at se systematisk Gang ogsaa der, hvor der kun raader Tilfældighed. Vilde man 
give efter for sligt, kunde man selv til de bedste Udjevninger knytte en „Forbedring" 
bestaaende i en periodisk Funktion med henimod halvt saamange Bølger, som der er 
Fortegnsskifter i Afvigelsestabellen. Naar det saa gjælder om, overfor en vis variabel Om- 
stændighed V at bringe Afvigelserne o~u \ Funktionsform F{t)— (?w, saa er grafisk 
Udjevning et ypperiigt indledende Middel. Med v til Abscisse afsætter man enten o ~u 
som Ordinat til et enkelt Punkt eiler bedre o— u-^V^t{o~u) eller o — m±1/>1,(o), som 
Ordinater for to Grænsepunkter for hver Iagttagelse. Saa drager man paa fri Haand 
saa simpel og smuk en Kurve, som enten gaar saa nær som mulig forbi de førstnævnte 
enkelte Punkter eller indenfor et anseligt Flertal af Grænsebestemmelseme; og endelig ud- 
maaler man Kurvens Ordinater for ækvidistante Abscisser, og tilvejebringer s&aledes en 
Tabel over F(,) — G{,,, som helst ved almindelig Interpolationsregning bringes paa Funk- 
tionsform til Vejledning for den nye Udjevning efter en forbedret Theori 

For at knytte denne ti! den tidligere Udjevning maa Fremgangsmaaden først og 
fremmest rette sig efter, om man ved denne har brugt Korrelatudjevning eller Elementud- 
jevning. Ved Korrelatudjevning maa man for at drage saamegen Nytte som miiligt 
af den tidligere Udjevning opgive en eller flere af dennes Betingeisesligninger, helst en 
saadan, som har staaet sidst under Frigjørelsesoperationen ; det er derfor ikke uvæsentligt, 
at man strax under den første Udjevning har stillet saadanne Betingeisesligninger aller- 
forrest i første Linie, som der slet ikke kan være Tale om senere at opgive. Det kan ofte 
være meget vanskeligt at bestemme, hvilken Betingelse man bør opgive, og ved Siden af 
specielle theoretiske Grunde kan man vel kun rette sig efter Gangen i Koefficienterne 
Oi ... 61 ... i Li^ng (59) og tildels efter Størrelsen af de tilsvarende Led paa højre Side 
af (64). Hvis man kan se, at f Ex. Koefficienterne b'i vise en Gang proportional med Af- 
vigelserne Oi~Ui, og at derhos 

(i8'-[yoi)' 

i Størrelse svarer til det Beløb, hvormed de faktiske Afvigelsers Kvadratsum overstiger 
den theoretiske Værdi m, da er der stærk Antydning til, at Betingelsesligningen 53 = [60] 
er den, som skal opgives for at opnaa en tilfredsstillende Udjevning. Det kan derfor 
anbefales at indtegne Værdierne for Koefficienterne b'i paa Figuren for den grafiske Udjevning. 
Overfor Forbedring af Elementudjevninger har man noget større Udsigt til Held. 
Thi det maa betragtes som lettere at gjøre passende Tilføjelser til de Funktioner af Ele- 
menterne, som udtrykke Iagttagelserne, end det er at finde frie Betingeisesligninger, som 
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ved Korrelatudjevninger egne sig til at bortfalde. I Elementudjevntngens theoretiske Lig- 
ninger (67) tilføjes blot et eller flere Led i{u: 

Oi =^ pt'>' + qiy+ ■■■■^ rtz + Biu, 

hvor «,■ betegner Formen for den valgte Tillægsfunktion af de Iagttagelsen vedkommende 
Omstændigheder, medens Faktoren «, som bestemmer Korrektionens Størrelse, optages blandt 
de søgte Elementer. Med andre Ord — man behandler Iagttagelsernes theoretiske Udtryk 
som en Rækkeudvikling, hvor man tilføjer et nyt Led, naar Rækken ellers ikke vilde passe. 

Ved Valget af Funktionsformen for «, maa man ved Siden af mulige specielle 
theoretiske Betragtninger lade sig lede af sin Undersøgelse om Differensen F(vi) — G(vi), 
men man er ingenlunde tvungen til strengt at følge denne Anvisning. Kan man simpli- 
ficere Bi ved Addition af en vilkaarlig lineær Funktion af p,, qt, . . . r„ saa forandrer man 
aldeles ikke Resultatet derved, idet et saadant Tillæg identisk forsvinder igjen under Fri- 
gjørelsesoperationen fra (68) gjennerii (72) til (77). I denne Regning kan man bibeholde 
hele den tidligere Udjevningsregning og behovcr kun at tilføje en Beregning af det nye 
Leds særlige Indflydelse paa Iagttagelserne efter {77). Endelig viser (81) hvor meget det 
bidrager til at formindske Kvadratsummens empiriske Værdi. Thi hvorledes man end har 
valgt Tilfægsleddet »i, vil ifølge denne Ligning Resultatet almindelig blive en Formindskelse, 
aldrig nogen Forhøjelse deraf. Heraf maa man dog ingenlunde slutte, at Tilføjelse af et 
hvilket som helst nyt Led altid betyder en Forbedring af Udjevningen, thi ved Tilføjelsen 
af K til Elementsystemet formindskes samme Kvadratsums theoretiske Værdi samtidig ube- 
tinget med en Enhed og vist rettest med flere, hvis Leddet foruden den ubekjendte Faktor 
indeholder Konstanter, hvis Værdier ere bestemte med Hensyn til, hvad man i det specielle 
Tilfælde har kunnet skjønne ved Hjælp af grafisk Udjevning eller lignende; og mindst 
lige saa meget maa altsaa Formindskelsen af den empiriske Værdi belølie sig til, for at 
Tilføjelsen af det nye*Led ban blive berettiget. 

Ved saadan sukcessiv Tilføjelse af nye Led vil man i {7") faa de udjevnede Iagt- 
tagelser udviklede i Række af den særegne Art, som Dr. Gram*) har behandlet under 
Navn af Interpolationsrækker efter Udviklingsfunktioner, som netop udmærke sig ved den 
Egenskab, at alle Leddene ere indbyrdes frie Funktioner. Men da Fordringen her ikke 
blot er, at disse Rækker overhovedet skulle være konvergente, men saa rask konvergente, 
at man kan nøjes med ganske faa Led, vil det naturligvis altid være et stort Spørgsmaal, 
om det kan lykkes at tilvejebringe en tilfredsstillende Udjevning, uden i sidste Instans at 
blive staaende ved en grafisk Udjevning og en Afvigelsestabel som Udtryk for den til- 
bageblivende Gang i Fejlene. 

') Om Rækkeudviklinger hestemte ved mindste Kvadrnlers Methode. Kbhvn. iSj^. 
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-Hvor derimod Forkastelsen af en tidligere Udjevning maa begrundes paa Af- 
vigelser i de summariske Prever navnlig Kvadratsumsprøven , medens der enten slet ikke 
er nogen Gang i Fejlene eller dog kun en forholdsvis ubetydelig, der bor man ikke søge 
Aarsagen i urigtig Antagelse om de Theorier, som sammenknytte Iagttagelsernes Middel- 
tal, men snarere i urigtige Bestemmelser af deres Middelfejl. Har man bygget disse paa 
forudgaaende -Behandling af gjentagne Iagttagelser, vil der ofte ikke være andet i Vejen, 
end at GJentagelsemes Antal har været for ringe til at give paalidelige Værdier for Middel- 
fejlen paa de enkelte Iagttagelser. Hvis det lader sig gjare, bør man da tii dette Brug 
forstærke de egentlige GJentagelser med saadanne Iagttagelser, hvori de væsentlige Omstæn- 
digheder kun have varieret meget lidet, saa at den foreløbige Udjevning kan forslaa til en 
Reduktion til simpel Gjentagelse. I alt Fald bør man da anvende Ligningerne (66a) eller 
(79) til efterfølgende Bestemmelse af Iagttagelsernes Middelfejl og bygge Middelfejls- 
bestemmelseme for de udjevnede Værdier derpaa. 

Men hvis man maa erkjende, at de forudgaaende Middelfejlsbestemmelser have 
været paalidelige, og altsaa indrømme Realiteten af Theoriens Afvigelse, ligger det i lig- 
nende Tilfælde nærmest at skyde Skylden paa Fejllovenes Afvigelser fra den forudsatte 
exponentielle Form. Dette kar være begrundet; navnlig kunne grove Fejl, Skrivfejl, 
Regnefejl og Trykfejl spille en saadan Rolle, idet de let nok opdages og rettes, naar de 
ere mange Gange større end Middelfejlene, men yderst vanskelig, naar de ere paa Størrelse 
med dem, og altid lettere undgaas ved umiddelbare GJentagelser, hvor Opmærksomheden 
helt kan rettes paa de sidste Decimaler, end ved isolerede Iagttagelser under varierende 
Omstændigheder. Men, hvor GJentagelser ikke umiddelbart kunne vise Afvigelser i 3die 
og højere Halvinvarianter, maa det betegnes som haabløst at søge saadant konstateret 
igjennem en Udjevnings Fejlkritik. 

Mere praktisk Betydning har den Forklaring, at lagttagelsesmethoden kan forandre 
sig langt stærkere, end man vilde tro, ved Variation af de væsentlige Omstændigheder, 
idet der let kan være Afhængigheder imellem væsentlige og som uvæsentlige forbigaaede 
Omstændigheder, som lade Middelfejlen ved virkelige GJentagelser blive betydelig mindre 
end ved tilsyneladende tilsvarende Iagttagelser med varierende væsentlige Omstændigheder ; 
det X., som beregnes af Gjentagelserne, bliver da kun en Del af det, som svarer til Udjev- 
ningsopgavens spredte Iagttagelser. Ogsaa under denne Forudsætning maa man da be- 
nytte selve Udjevningens Kvadratsumsligninger til Beregning af Iagttagelsernes Middelfejl 
og Vægte til Brug for en fornyet Udjevning, hvori navnlig de egentlige GJentagelser ikke 
længer anses som helt uafhængige indbyrdes, men maa sammendrages som til Normal- 
værdier med Middelfejl, som kunne beregnes efter Formlen 

Å, ^ — Å'. + å:. 
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naar Gjentagelsernes Antal er n, X, Middelfejlskvadratet efter rene Gjenlagelser, men 
X, +■ i" Middeirejlskvadratet efter spredte Iagttagelser, 

Men ved Sammenhæng imellem væsentlige og uvæsentlige Omstændigheder kunne 
ofte ikke blot de rene Gjentagelser men ogsaa flere eller færre af de spredte Iagttagelser 
tabe Retten til at anses som indbyrdes uafhængige. Sligt kan blive til afgjorende Hindring 
for al Udjevning, da det er Melhodens ufravigelige Forudsætning, at Iagt- 
tagelserne, der udjevnes, ere indbyrdes uafhængige; hvor dette ikke gjælder, 
ophøre de Funktioner, der skulde anses for frie, at være det i Virkeligheden. Under saa- 
danne Omstændigheder vil der da vistnok i Reglen optræde Gang i Fejlene, som kunne 
spotte ethvert Forsøg paa at tilvejebringe en, holdbar Udjevning ved Modifikationer af 
Theorien gjennem Tillægsled paa den ovenfor omtalte Maade. Det vil ikke kunne hjælpe, 
at man blot i al Almindelighed erkjender, at der er Afhængigheder tilstede imellem Iagt- 
tagelserne; men det vil være ganske nødvendigt, at det paavises, hvilke disse Afhængig- 
heder ere; og selv saa vil der ofte ikke være andet for at gjøre, end at betragte de 
virkelige Iagttagelser, som lineære Funktioner af et udvidet System af Iagttagelser, hvoraf 
nogle, som skulle repræsentere Omstændigheder, der have været forbigaaede som uvæsent- 
lige, maa feres i Regning med en Middelværdi =--= o og Middelfejl efter antagelig Hypo- 
these, som Udtryk for, hvad der formentlig men ikke med theoretisk Sikkerhed bør anses 
for forsvindende smaat. Herved føres man ofte ind i meget vanskelige Opgaver. Men 
den derigjennem tilsigtede indbyrdes Frigjørelse af Iagttagelserne, der unægtelig helst 
burde opnaas ved fornyede Iagttagelser efter forbedrede Methoder, synes i flere vigtige 
Tilfælde (qvasisystematiske Fejl) kun at kunne opnaas ved det her kort antydede Middel. 



Xn. Tabeller. 

I Henhold til, hvad der er omtalt ovenfor Pg. 15, kan følgende Tabel for Fejilovs- 
funktionens Integraler interpolleres efter Formlen 

y-i^'it: — e-t** -, for — 0005 < k < 0005 . 
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Tabel over Differentialkvotienter af Funktionen $ = t 

DS = -xS 
fl'f = (a;'-i)f 

= (it'-o-SSO S'o »57 il.l«'-5'449 4*9 7+» 8) f 

-. l-jeXa"- I-8J7 7*1 J39 8)W-8-i6i 177 660 1) f 

= (x*- 0-380 317 oig i)(x'-ys6t 98S 497 ■)• 
.(«»- ii-ojo 687 48+ s)f 
2)>f == -(aj'-aia;'-«- 105 a;'- 105«) f « 

= (-Æ)(a;»- 1-33« 651 8r5 4Ka;'— S'6or jj" "08 3l- 
.(jJ— 14-065 798 076 j)f 
i)'f = (a^— iga:«+iioa;'-4io*'+ios)^ = 

= {x'-o-ifo 607 043 oK«"- 1-678 194 576 1). 

.{as'— 7-853 9»7 001 7K«'-I7-I77 "7' 378 o) f ■ 

D'f = -(jc*-36ai'-l-j78a!'— ii6o3:'-|-94Si)e — 

= (-a:)(a^— 1-047 051 153 5)1*'- 4-313 »97 s»6 st- 
. («'- 10- 174 775 091 4) (a;*- lo- 364 875 »17 6) $ 
D'*S— (Æ'o— 4S«'+63oa:'- jijoar*+47i5a;>-945)f = 

= .(a:*— 0-J35 161 640 ^){x'— 1-149 '»+ »»4 9l- 

.(ar"- 6-171 874 S87 4Ka;'— 11-819 459 467 3'- 
.(x'- 13-S14 378 979 9)f 
D"f = —(«"— 55«'+ 990 X'— 69303!'+ 173153^— io39sa;)f = 
= (-a;)(a!'- 0-861 797 614 3){ai'- 3-5195073968). 
.{X'— 8-io8 930 715 7)(X'- 15-493 407 559 ')■ 
-la;*— 16-91S 356 704 ijf 
I>"f ™ («■'— 66i(">+ 14833:*— 138603^+ 519753:'— 61370«'+ 10395) f "• 
= [x*— 0-197 494. oiS i)(x'— 1-796 605 669 i), 

.{x'- 5-105 179 605 3)(.r»— 10- 391 305 oSo 1). 
. (x'- 18- 148 496 075 i) (3!' - 30- 1S9 9'9 !*» ») f 

!>"?=- — (a:"- 78 x"+ 1145 X«— 15740 »'+ '35' JS«*- 170170*'+ 'SS'JS^ 
= l~-x)(3^- o- 733 I99 754 6)(a:'- 1-977 068 584 6). 
■ Ix'- 6-868 015 936 g)(x>- 11-698 135 851 4). 
.(x»- ir 080 939 716 9) (j;'— 33-641 940 155 7)f 

D"( = ix"- 91 a!"+ 3003 x'"- 45045 X»+ 315315 ^- 94S94S i<^+ 94S94S *'- 
= (X»- 0-170 130 886 o)(x'- 1-544 »7S 840 .]. 

.(af- 4-36' '83 776 9)(*'- 8-779 5»S 773 5). 
.{i*— 15- '08 '8» 65* 1) la:'— 13-979 986 079 6), 
.(«'— 37-056 554 991 7)f . 
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Tabeller til Lettelse af de Pg. 6i og 63 omtalte Regninger. 

De følgende 7 Tabeller give Koefficienterne i Udviklingerne af de som Argument 
til venstre angivne Funktioner af 2''en til yde Grad af Iagttagelsernes Potenssummer 
efter Summer, i', af simple Produkter af Iagttagelsernes Potenser. 2-Summerne ere her 
tagne, saaledes at Iagttagelserne o's Indices tænkes at staa i uforanderlig Rækkefølge, 
altsaa som „Summer med Gjentagelser", hvad der er bekvemmest for vor specielle 
Anvendelse. Vilde man benytte Summer, [], „uden Gjentagelse" maatte Koefficienterne 
multipliceres med Faktorer |^ , |8^, |f . . . , hvor r, s og ( ... ere Antallene af indbyrdes 
lige høje Potenser i Produkterne under 2'- Tegnet i paagjældende Pilles Overskrift. 
F. Ex. haves efter første Tabel 

»; -= 1 . 2o' 4- 1 . 2:00 = 1 . [o*] + 2.1. [00] 

og efter tredie Tabel 

«J S' l . Eo' + 4 . Eo'o 4- "AEo'o* + 6 So'oo -{■ l Eoooo =■ 

= 1 K] -i- 4 ■ ["'o] f 2.3[o-o'] + 2.6Lo'H-l- 24. l{<mo\. 
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Trykfejl og Rettelser. 



Pg. 7 Ij. I f. o.: »«rdes Iles: særdel«. 
I - 7 f. n.: Punklum eRer Formlen. 
. . J f.O.: M te: M 
f sidsle Linie : X e Ixs : X f. 
6 øversle Jjnie: givet læs: given. 
I L. 9 f.n.: Erenipel \irs: Exempel. 

samme IJnie: kan ]ies: kunne. 
1 Noten under Texten forandres til sit Modsatte; 
Derimod nok Tor de ikke Faktiske Fejllove. 
34 L. 9 f.n.; Ellpse bes: Ellipse. 
36 sidste I.inie: px Ites: p^. 
ji L.4, r.a: kunde læs: kunne. 

■ 4J I„io f. n : p, læs; pm. 

44 - 11 f. n.: Tællere læs: Nævnere. 
- somme L.; Nævnere læs: Tællere. 
57 Jf. 14 f.n. elter „særligt gjøres" tUCejes: til Brug. 
76 ' 14 f.O.: af Funktioner læs: af frie Funktioner. 
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